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1. 

Entvdckliing eines symmetrischen Ausdrucks 

fflr den Grad einer durch Elimination her- 

Yorgehenden Gleichung. 

(Von Harn Feri. Minding ^ Professor an der Universität m Dorpal.) 

(CMMea In dtn Sitiong der Petertbnrger Akademie der lYiaseiucheften am ■ ^p^^. ^^^ «iid aus dem 

Bnlletin flbersetxt.) 



Im 22. Bande des gegenwärtigen Journals habe ich ein neues Verfahren 
angegeben cur Bestimmung des Grades der Gleichung in Xf welche durch 
Elimination von j zwischen zwei algebraischen Gleichungen y(a?,y) ^s^/^z A^y"^ 
+Aiy'^^+...j4^=0, und 9>(a7,y)=9=Bo^"+-B^-'+...+-B„=0 erhalten 
wird, wo die Buchstaben A und Bf mit angehängten Zeigern, beliebige ganze 
Polynome in x bedeuten. Der folgende Aufsatz betrifft einige weitere Ent- 
wickelungen dieses Gegenstandes. Obgleich nämlich jenes Verfahren für die 
Leichtigkeit der Rechnung wohl nichts zu wünschen übrig lässt, so führt es 
doch nicht auf einen Ausdruck, welcher aus den durch beide Gleichungen 
gelieferten Elementen symmetrisch zusammengesetzt wäre. Nach der Natur 
der Sache muss es aber einen solchen Ausdruck geben, und es scheint nicht 
unerheblich, denselben zu entwickeln. 

Werden, wie in dem genannten Artikel, die Wurzeln y der Gleichung 
<p = durch J^x, ^2, .../», die Wurzeln y oder i? der Gleichung /* =5 durch 
VuVii'-*^ bezeichnet, und ist ^^7 = die Endgleichung, so hat man: 

t^a:=^o^[(j,-i?0(ri-^0....(ri-0][(r2-^i)(r2-^2).--.^^ 
[(jn— i?i)(r»— ^a)....(yn— O] 

Man theile die Wurzelnj^ in Gruppen nach ihren verschiedenen Graden: 

nämlich die Gleichung g)=0 habe rj Wurzeln y vom Grade Äj, r, Wurzeln vom 

Grade Äj,.... endlich r^ Wurzeln vom Grade Ä^, und es sei Ä,>/4...>/ri; 

wo das Zeichen > die Gleichheit ausschliesst. Auf gleiche Weise werden 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 1. 1 
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sich die Wurzeln n in eine Anzahl (J) von Gruppen theilen, nämlich in pi 
Wurzeln vom Grade Ci, pt vom Grade e^^.. endlich pj vom Grade Sß\ es 
sei wiederum «^ >£)...•>£;. Betrachtet man nun mit einiger Aufmerksamkeit 
den vorstehenden Ausdruck von i^o;, so sieht man, dass der Grad von \^3ß 
dargestellt wird durch eine Summe der Grade der Wurzeln y und q, in welcher 
jede Wurzel aus einer der beiden Reiben y und ij so viele Male vorkommt, 
als sich in der andern Reihe Wurzeln finden, deren Grad niedriger ist als 
jener der anfanglich gewählten Wurzel« Hieraus folgt der Lehrsatz: 

Ordnet man die TVurzeln y und v der vorgelegten Gleichwgen in 
eine Reihe nach der absteigenden Folge ihrer Grade, so erhält man 
den Grad der Endgleichung a|>x = 0, indem man den Grad Jeder JVur- 
zel, sowohl aus der Reihe y, cäs aus 17, mit der jiruähl der JVurzeln 
der andern Reihe, cpelche ihr in der vorausgesetzten Anordnung nach- 
folgen j multiplicirt , diese sämmtlichen Producte addirt und zu der 
Summe noch na« + mb^ hinzufügt; wo a« und b« die Grade von A^ 
und Bo andeuten. 
Hierbei ist noch zu bemerken, dass es, wenn der Grad einiger y dem 
Grnde einiger 17 gleich ist, für die Anwendung der vorstehenden Regel gleich- 
gültig ist, ob man die^ den 17 gleichen Grades vorangehen oder folgen lässt. 
Der Klarheit wegen sollen im Folgenden immer die y den v von gleichem 
Grade, oder die h den ihnen gleichen e vorangestellt werden. 

Sind also zwei Gleichungen vorgelegt, welche z. B. 1 = 3, y = 4 und 
Äi^fii >e2>Ä2> A3 >£3>£4^ geben, so erhält man, da es ri,r2,r;i Wurzeln 
y beziehungsweise von den Graden hx, h^f A3, und pi, p^f pzt Pa Wurzeln 17 be- 
ziehungsweise von den Graden Bi, e^, r,, £4 giebt, den Grad der Endgleichung 
ausgedrückt durch 

g = na^+mb^+rihim+{rjk^'\rrjh^ ipz+P^) +(pi^i+P9^ (ra+rj), 
wo g allgemein diesen Grad bezeichnet und für pi+pi+p^+Pi sein Werth 
m, d i. die Anzahl der Wurzeln /; gesetzt ist. 
Um ein Beispiel in Zahlen zu geben, sei 

In diesem Beispiel sind durch einen obern Querstrich die Glieder 
der Polynome y und 9 bezeichnet, aus welchen sich die Grade der Wurzeln 
fj und y ergeben, und welche ich deshalb grddbestimmende Glieder nennen 
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will; die Unterscheidung derselben» übrigens sehr leicht, ist bei verschiedenen 
Untersuchungen wesentlich, wie man Seite 263 des 20. Bandes dieses Journals 
sehen kann y wo diese Glieder termini principales genannt sind. Es ergeben 
sich nämlich die Grade der Wurzeln ti uncf/ aus folgenden nach und nach 
sich darbietenden Gleichungen: 
8ei+6 = eei+9, C£,+9 = 4eii+10, 4£3+]0 = 6; 7Äi+S = 6ä,+8, 

6/ia+8 = 4Äa+7, 4Ä,+7 = ä,+4, Ä4+4 = 2, 

woraus folgt: 

^i = f*/'i=2; €i = J, ;[7, = 2; e, = — 1, ;?3 = 4; Ä, = 5, r| = l; 

Äa = -|. r, = 2; A3 = -l, r3 = 3; A4 = -2, r^ - 1; 

mithin A]>ei>£2>'/4>^ = £3> A4. Hieraus findet man den Grad g der 

Eudgleichung ij;^ = 0: 

^ = 7.6 + 8.3 +8A, + 2.4/r3+2.6£| + 3. 4^3 + 2. 6s,+4e3 

— 66-+- 40- 4 -12+ 18+6— 4 = 110. 
Im 6e Artikel des 22. Bandes dieses Journals ist (lir g der Ausdruck 
gegeben worden: ^ = mÄo+ Ä, + Ar2 + ... + Ar„, wo k allgemein den Grad 
bezeichnet, welchen f^x^y) erhält, wenn man darin für y eine der Wurzeln 
y vom Grade h der Gleichung ^{x^y) = setzt. Dieser Aufsatz bedarf 
einer passenden Umgestaltung» um mit dem vorstehend Entwid^elten verglichen 
zu werden. 

Man schreibe (af^) {afi) .... (x*"-) (a^o) (a;*i) . . . (a?*.) 
anstatt j4^ A^ . . . A^ B^ Bi . . . B^ 

so dass a^, Oi, . . . bn die Grade der Polynome A^^ Ai, . . ^ B^ ausdrücken. Es 

seien {x\)y\ {a^\)y'^^f {x^^^y^^ (a?**t..)j*^-', (o^-) 

die gradbestimmenden Glieder von 9 (po^\ nach der Reihe gestellt» nämlich 
so, dass 

< X/i < \, . . . . < \^x < n ißt. 
Man sieht nämlich leicht, dass das erste und letzte Glied des Polynoms 
9 (^>y) immer zu diesen gradbestimmenden Gliedern gehören, und ich fiige 
noch die leicht zu beweisende Bemerkung hinzu, dass wenn hi' die grosste 
unter den Zahlen b^^ biyb^tb^f.....bn ist, das Glied {(xf*i')y^^^' von 9 ebenfalls 
ein gradbestimmendes sein wird. Wenn es in der Reihe bg,bi,...bn mehrere 
Zahlen bv^ bx", ... b^u giebt, die einander gleich sind, und grosser als alle übrigen 
Zahlen dieser Reihe, so sind unter der Voraussetzung, dass V< V o.. < X;" sei, 
das erste und das letzte der Glieder (a:^^')y^^\ (0:*^")^"^", .... (a?*x«)y*-^ 

gradbestimmende, die andern aber sind es nicht 

1# 
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Allgemein liefert jedes Glied der Reihe 

mit Ausnahme des ersten und des letzten^ zwei verschiedene Werthe von A, 
je nachdem es dem ihm vorangehenden oder nachfolgenden gleichgesetzt wird. 
Denn es ist (/»— ^5-i)Aq + Äx^j = (n— ^O^+Äx^ und (^i— ^)Äs+i + Äx^ 
= (ji — >/g-|.i) A^^i + Äi^^i, und Ä5>A^-f.i. Liegt nun der Grad « einer 
Wurzel v zwischen h^ und /h-f-i, oder ist er ss A^, so sieht man leicht, dass 
unter den Ausdrücken 

m+b^, (»— 1)«+Äi, (/i— 2)s+Ä,, « + Ä.-1, Ä„, 

(n — Xfe)e + bi^ den grossten Werth hat, oder wenigstens, wenn « = A«, dem 
Werthe von C^— X/«-i)< +Äx^i und vielleicht noch einigen andern Werthen 
von (n— X;) « + bxf deren A# zwischen Ai^-l «od A^ liegen^ gleich ist; aber 
grosser als die übrigen Glieder obiger Reihe« Folglich ist, wenn / den Grad 
bezeichnet, den 9 erhält, wenn darin für y eine Wurzel n vom Grade s ge- 
setzt vrird, l = (n — Ag)s +bi^. Ist s = ^, so hat man auch noch / = 
(n— Vi)' *^ ^A 1' ^"^ ^^ ^^ ^^^ ^^^ Folgende nothig ist, zwischen diesen Aus- 
drücken von / zu wählen, so sei festgesetzt, dass immer der erste gewählt 
werde, d. h. derjenige, welcher den grossten Werthen von q und A^ entspricht. 
Bezeichnen nun /i /, . . . // die beziehungsweise zu «!«•••• ty gehörigen ^ 
und bedenkt man^ dass ^1 Wurzeln 17 vom Grade «i» •••• vorhanden sind, so 
verwandelt sich der im genannten Artikel gegebene Ausdruck von g in folgenden : 

r=i 

Setzt man für /y seinen Werth (n — ^)«y'4-Äx^, so folgt hieraus 

wo immer q durch die Bedingung A« > ^ > A^^-i bestimmt ist 

Sind eben so (^^Oj^, (a?\)y«^öi (^X)y'^\f (^"^i-l) 

y**®i-l* (^''•) <Jifi gradbestimmenden Glieder von y^ und ist < ö| < ö, .... 
< ö«-l < m; ist ferner A der Grad einer Wurzel y von 9 = 0, die ent- 
weder zwischen K und Vi-i Hege, oder gleich «r-f-i sei : so wird der Grad, den 
/ durch Einsetzung einer Wurzel y vom Grade A von 9 = 0, anstatt y, 
erhält, ausgedrückt durch Ar = (m — ^ir) A+o^ . Ist A = Vf-i, so hat man 

noch Ä = (m— ö^i)A+aö^j, weil (m— A)«m-1+% =('w— ö^l)<M-i 
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-HaQ ,. In diesem Falle soll die Wahl des Zeigers v immer den kleinsten 

Werlb desselben treffen» welcher den kleinsten Werth von O9 mit sich führt. 
Der Ausdruck von g wird daheo dem vorigen entsprechend, wenn man noch 
erwägt t dass es rx Wurzeln y vom Grade hi giebt, welche ffir den Grad 
von y den Werth ki geben^ u. s. f., folgender: 

g == mb^-^S (vy ky) oder g = mb^+SijrYa^^+S {(m— ö^) ry Äy| //. 

WO V durch die Bedingung «,r> Äy ^ «ir+i bestimmt ist 

Gehen wir nun auf die im Anfange dieses Aufsatzes ausgesprochene 
Regel zurück. Wenn man die Werthe von h und s nach ihrer Grosse 
fallend ordnet, und zu grösserer Klarheit jedes h so oft schreibt, als es Wur- 
zeln y vom Grade h giebt, also rmal, und jedes s, ^mal; wenn man ferner, 
im Falle der Gleichheit eines h mit einem «, jenes diesem voranstellt; so 
braucht man nur zu zählen, wie viele h jedem e und wie viele s jedem h 
folgen. Man sieht aber leicht, dass die Anzahl der auf irgend ein K nämlich 
auf hf^ folgenden s, m^^O^ ist, wo O9 genau in dem Sinne zu nehmen ist, 
welcher ihm in dem Ausdrucke IL zukommt Denn da hf kleiner ist als «y 
und grosser als ^ir^i« oder gleich ^ir+i, so sind die auf hf folgenden s diese: 
<«-f.l <fr+2 •••'/; wovon jedes beziehungsweise p9+\ P9+2 • • • /'/mal zu 
schreiben ist Man hat aber (m^Op)^^i'ha^^ ^ss (m—Op+i)h+i+a^^ ^, 

f (^— ^i-l)V*'^e,-.i — ^^' «n^ P^+\ =^r+i— öfr# pp-h^ =öe^^^ — 

öe„^i» 9Pj=m—0j^h folglich pr-f-l^-;?lr+2+•.•+/v = n*—ö^ w.z.B. n. 

Ebenso ist die Anzahl der auf «^ folgenden h gleich n — ^c, ^q in dem 
Sinne des Ausdrucks /. genommen; denn da ^p'^/h und •y>/if^i, so sind 
Ac.f.1 Ac+2 . • . A| die auf e» folgenden h; ihre Anzahl ist r(+i+r«^2+*« 
4Ti=:n — V 

Fasst man das Vorstehende zusammen, so gelangt man zu einem neuen 
Ausdruck von g, nämlich: 

g :=s na^+mb.+2 \(m—0r)ryhy\+;s\(n-^^q)py9y\ III. 

wo die durch S bezeichneten Summen genau die nämh'cfaen sind wie in /. 

und //. Daher folgt durch Vergleichung von /. und //. mit ///. 
r=4 r^ y=i a«* 

r=l y=i y=l ^ r=l 
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uod schliesslich ein neuer Ausdruck von g, nämlich: 

Zufolge dieser bemerkenswerthen Formel ist der Grad der Endglei- 
chung in X die Summe der Grade einiger der nach x geordneten Coefficienten 
der beiden Gleichungen, nämUch der zu denjenigen Gliedern gehörigen, aus 
welchen sich für jede Wurzel n oder y die Grade der Functionen y(a?,^) 
und /(a?,y) ergeben, wo V Wurzeln von /(a?,y) = 0, y Wurzeln von 
tf{x,y) = sind. Wenn diese Grade von 9(x,y) und /(:r,y) sich aus mehrem 
Gliedern herleiten lassen, so wird alle Ungewissheit vermieden, wenn man in 
dem einen der Polynomey und 9 unter den verschiedenen zulasslichen Glie- 
dern das am weitesten rechterhand, und zugleich im andern das am weitesten 
iinkerhand stehende auswählt. 

In dem obigen Zahlenbeispiele ist 

r=« 

S (r^a^J) =Ä ö«+2ö4+3ö4+fl8 = 6-h2* 10-+-3. 18-1-6 =: 62 

5 (prbk.) = 2b,+2b,+ib. = 2.8+2.8+4.4 = 48 
daher ^ = 62+48 = 110, 



In dem mehrerwähnten Artikel wurde bemerkt, dass nach Elimination 
von X zwischen /*= und 9 = 0, der Grad g* der Endgleichung in y dem 
Grade g der Endgleichung in x immer gleich ist, wenn (a;^) und (j^o) keinen 
gemeinschaftlichen Factor haben , und wenn dieselbe Voraussetzung auch von 
den Cocfficienten der höchsten Potenzen von x in beiden nach äi geordneten 
Gleichungen gilt. Dies folgt ganz einfach daraus, dass unter den angegebenen 
Bedingungen das vorgelegte System keine andere als endliche Losungen hat. 
Man kann jedoch einen, die nähern Umstände darlegenden Beweis dieses 
Satzes wünschen. 

Um das Polynom 9 = (a:^o)y"+(a?*i)y''~^+ , . . +(a:*') nach x zu 
ordnen, gehe man in der Reihe der Zahlen do> ^it ^at • • • bis zu derjenigen bg 
fort, welche grösser ist als alle ihr links vorangehenden, und nicht kleiner als 
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irgend eiw der ihr folgenden, nämlich h,^^i, Äi+t> • • • ^m Alsdann suche 
man in der Reihe Äp, Äj, Äj, . • . Äi-i diejenige Zahl Ä/, welche grosser ist als 
alle ihr links vorangehenden, und nicht kleiner als irgend eine der ihr rechts 
nachfolgenden bt^^i • . • ^i-i; in der Reihe Äo. Äi> • • • ^ii-i «uche man hierauf 
die Zahl bi^, welche grösser als alle ihr vorangehenden und nicht kleiner als 
eine der ihr folgenden ist, und so fort, bis man auf Öq kommt, welche die 
letzte der Zahlen bg, Ä/,, Ä|^, ... b^ sein wird. Das Polynom 9, nach x ge- 
ordnet, muss nun nothwendig folgende Glieder enthalten: 

(/-')^'' (y"-'t)a7*'. (y"-'.)a7^. (/•)a?*. faj 

wo (y^)f wie immer« ein Polynom vom Grade /x andeutet Wird noch durch 
das nämUche Zeichen, mit «einem Puncte versehen, nämlich durch (yf) ein 
Polynom bezeichnet, dessen Grad gleich /u oder niedriger als (i ist, so nimmt 
das Polynom 9, nach «r geordnet, folgende allgemeine Gestalt an: 

+ (7")^*"'+Cr")^*"'+...+(y"), 

wo die zwischen die Glieder der Reihe (a) eingeschalteten Glieder sämmtlich 
mit Puncten versehen sind, weil die Grade ihrer Co&'fiicienten den in den Klam- 
mern befindlichen zugehörigen Exponenten höchstens gleich sein können, aber 
nicht nothwendig gleich sind. 

Es ist nun klar, dass keines der vor (y")a7^ eingeschalteten Glieder 
ein gradbestimmendes Glied der nach a: geordneten Gleichung (p = sein 
kann, und dass die gradbestimmenden Glieder dieser Gleichung alle entweder 
in der Reihe (a) enthalten sind, oder sich unter den in vorstehendem Aus- 
drucke von 9 auf (y")^*« folgenden Gliedern befinden. Man erkennt noch 
sogleich, dass Qy"""0^*'* (y")^*' ""d das letzte Glied (y") immer gradbestim- 
roende Glieder von 9 sein müssen. Es soll nun gezeigt werden, dass, wenn 
(y"-'w)a;\ eines der Glieder (a) ist, mit Ausnahme des letzten (y")^:^) und 
zugleich ein gradbestimmendes Glied der nach a: geordneten Gleichung 9 = 0, 
dass alsdann (jx^*i)y'*^'v ein gradbestimmendes Glied derselben Gleichung nach 
y geordnet ist, und umgekehrt. 

Denn es sei (^""'1^)0:*'« das gradbestimmende Glied, welches auf das 
vorhergenannte in der nach x geordneten Gleichung 9 = folgt, und es sei 
s der Grad von x, welcher aus der Vergleichung dieser beiden Glieder her- 
vorgeht, so hat man Ä, .x + n— <i, =Ä/,.5-f-n— <,; = a, und der Werth von 
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s ist positiv, weil i;'>v, mithin /w<t», bi^<,b§y ist Bezeichnet noch er die 
Anzahl der Wurzeln w von 9^=0, deren Grad s ist, so ist €r:=:bt^ — b,^. 
Mach den Eigenschaften der gradbestimmenden Glieder ist aber u'^bi^.s+n 
— tm9 wenn m eine Zahl zwischen v und "v^, also /» eine Zahl zwischen tv 
und t{, ist; dagegen ist i/>Ä/^.^+n— /«, wenn oi ausserhalb der Grenzen 
-v und i;' liegt; w bezeichnet hier eine der Zahlen 0, 1, 2 ... d, und es 
ist to = t, /a = 0; 6+1 ist die Anzahl der Glieder der Reihe (o). Dividirt 

man nun vorstehende Ausdrucke durch s und setzt — = A, — :=z hu^=: ü^ so 

kommt (/»— /i») A+5|^ = (7i — ^^Ä+Ä/^ = u, £i^(/i— /t,)Ä+Ä,^ wetfn « 
zifnschen v und i;', i^>(/i — 'ii)Ä+Ä<j,, wenn « ausserhalb der Grenzen v 
und ^u' liegt. 

Ist q eine Zahl der Reihe 1, 2, 3, ... n, welche in ts^ ^a-i . . • /g, /i, ^ 
nicht vorkommt, und liegt 9 zwischen t^ und <«+i, so dass /»>Q >/«+!# so 
ist auch bq<:bi^, Ä5<Ä,^^j, folglich, weil nach der Voraussetzung ii^(n— /«-f.i)Ä 
+ ^'•+1, ^^ "* ^"^^ ti>(/i— ff)A+Ä^ Ist Q grosser als t^ oder ^, so ist 
bq^bi und weil li^C/j— /)ä+Ä/, so ist ii>(n— •tf)Ä+Äc. 

Hierdurch ist bewiesen, dass das Glied (a:**v)y""'«', welches in der nach 
y geordneten Gleichung 9 = nothwendig vorkommt, auch ein gradbestim- 
mendes Glied derselben ist, wenn (y''v)x\ ein gradbestimmendes Glied der 
nach a; geordneten Gleichung 9 = (aus der Reihe [a]) war. Da die Um« 
kehrung eben so richtig ist, so folgt: Wenn (a?^)jr*, (p^\)y^'K (^^i)y**^ 
. . . {x^*)y* (b) die Reihe der grad bestimmenden Glieder des nach y geord- 
neten 9 ist, fortgesetzt bis zu dem Gliede (a?*')^""'» welches dadurch bestimmt 
ist, dass bi>bf; wenn s<ti und b,^b^ wenn ß>/; so stellt (y""')a;^' . . ., 
(y*'^)^% (y""^0^^» (y")^*« (0 die Reihe der gradbestimmenden Glieder 
des nach o? geordneten 9 dar, jedoch nur bis zum Gliede (y)a^\ Die 
Vergleichung der Glieder (Ä) liefert die positiven Grade der Wurzeln y der 
Gleichung 9 = 0; die folgenden gradbestimmenden Glieder dieser Gleichung^ 
welche in (b) weggelassen sind, liefern die Grade von y, welche Null oder 
negativ sind. 

Wenn nun hi, Ih^ . . hy die in der Reihe Ai, A^, . . A| enthaltenen 
positiven Grade vorstellen, während die übrigen Grade A^-f-i /ty-f-2 • • ^i Null 
oder negativ sind, und wenn, wie früher, die Gleichung 9 = 0, nach y auf- 
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gelöset I Ti Wurzeln vom Grade hx u. s. f. darbietet; so wird die nämliche 

Gleichung, nach o? aufgelöset, rihi Wurzeln vom Grade -j-, r^Aj vom Grade 

•T-' • • • ^r^ Wurzeln vom Grade -v- darbieten; ihre übrigen Wurzeln aber, 

wenn es deren giebt, sind vom Grade Null, oder von negativen Graden. 

Denn man hatte vorhin, um den Grad s von o; in jr zu bestimmen, 
^^^^ — bg^)s^=itv'^tv und tr = bi^ — i/^, wo a die Anzahl der Wurzeln x 
vom Grade s ist. Eben so hat man zur Bestimmung von h: (tv— <^)/i = 
bty-^bt^ und r = /v — /v = Anzahl der Wurzeln vom Grade h\ folglich er = 

rh und ^= -^. Hiermit ist der Haupttheil des Satzes bewiesen, und das 
Uebrige leuchtet ein, weil die Yergleichung der Glieder (3^)a^« und der fol* 
genden bis (j*) für die Grade nur negative Werthe oder Null geben kann« 

Denken wir uns also das vorjgelegte Systemy= (a7^«)y* +••..+ (a;^) 
= 0, 9 = (a?*«)y+ ... +(a:*i») = durch Anordnung nach x übergehend in 
/= (jr«.)ii;^+(y«i)ir/*-l + ♦.. + (/V) = 0» SP = (;^^*)^ + (j^O^"* + • • • 
4- {yh) s= 0. Es wird angenommen, dass (a;^) und {a^^) keinen Factor gemein 
haben; damit aber auch (y"«) und (y^t) nicht beide durch y theilbar seien, 
muss noch entweder fi = o^, ^der v^s^h^ sein; es sei also fx = o^, während 
hn gleich V oder auch kleiner als v ist; ferner muss noch a^ = m, oder 
P^^szn sein, denn fände keins von beiden Statt, so wären (a;^) und (o?^ 
beide durch x theilbar. 

Da /jL zs: a^^ so hat die Gleichung y = keine Wurzeln y von 
negativen Graden; von den Wurzeln y' von 9 = seien hi, h% .». h^ die 
positiven Grade, die übrigen Grade hy^i , h^^2, • • hi sind der erste Null oder 
negativ, die folgenden alle negativ. Ist nun h einer der Grade hi, h% .. h^ so 
ist A = (m — t)h+ai der Grad, den/" erhält, wenn darin fiir y eine Wurzel 
y von 9 = vom Grade x gesetzt wird; / ist ein gehörig zu wählender Zeiger 
aus der Reihe 0» ^i, ^t> •• ^i*L ^s welche den gradbestimmenden Gliedern von 
/ entspricht Ist hingegen A = oder negativ, so ist offenbar Ar = a« = /i. 
Hieraus ergiebt sidi für den Grad der Endgleichung in o?: g =s mbg+riki+ . . 

+ riki oder ^ = m^t + r|((m— /^A + HiJ + ra ((m— ^) A + n,^) 

+ ry((m— /y)Ay+fl^y)+(ry+i+ry-f.j+..r|)o,.. Die Anzahl der Wurzeln 
von nicht positiven Graden ist aber ß^, also rp^-f.i+«.+ri = ^9«; folglich ist 

Cre11e*f Joanal t d. H. Bd. XXXL Heft 1. 2 
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Andrerseits theilen sich die Wurzeln x von 9 = 0, wie geseigt ist, 
in TjÄx vom Grade "T"^ • • • ^r^t ^^^ Grade r-; die Grade der übrigen 

Wurzeln, wenn es deren giebt^ sind alle Null, wenn ai^=LTn^ hingegen 
Null oder negativ, wenn afA<m. Nun sieht man aber sofort, dass, wenn 
(jn — /) h+Oi den Grad von / für einen Werth von y in x vom Grade h aus- 
drücke at.-^+m—t der Grad von y für einen Werth von o? in y vom Grade 

-jr sein wird, wo / dieselbe Zahl ist, wie vorher; femer wird für eine Wunwl 

a;^ deren Grad Null oder negativ ist, der Grad von y* in y gleich m, wenn a^ 
= m; ist a^ < m, so muss ß^z=: n sein; alsdann hat 9 = keine Wurzeln x 
von negativen Graden^ und die Wurzeln vom Grade Null geben immer den 
Grad von/* gleich m. Bemerkt man noch, dass die Anzahl der Wurzeln x 
von 9=0, deren Grad Null oder negativ, gleich ^ ist, so ergiebt sich iur 
den Grad der Endgleichung in 7 der Werth: 

-f. rrhy[ar^ _+m— /,.}+mA>, 
welcher dem vorstehenden Werthe von g gleich ist; w. 2. b. w. 



Man kann noch wünschen, in allen Fällen die Anzahl der endlichen 
Losungen zu bestimmen, welche das System zulassL Es ist auf besondere 
Relationen^ welche zwischen den Zahlen -G>efTicienten der vorgelegten Glei- 
chungen bestehen kennen, in gegenwärtigem Artikel bisher keine Rücksicht 
genommen; soll dies geschehen, so ist zu erwägen, dass es Systeme giebt, 
wiey*-4- (urp^ sz (wo s eine ganze Zahl und /u ein numerischer Coefficient ist), 
welche dem vorgelegten Systeme /*=: 0^ 9=5 gleichbedeutend sind^ und dass 
man zwischen solchen eine Wahl treffen muss, um durch die Formel oJjlv = 
die wahre Endgleiohung in .r zu erhalten. Um Schwierigkeiten dieser Art zu 
vermeiden, denke man sich die Gleichungen y*= 0, 9 = so beschaffen^ dass 
es unmöglich sei, einen lixpönenten s und eini?n Coeflicienten ^ (der auch eine 
ganze Fimetion von x oder y sein kann) so zu bestimmen, dass, wahrend die 
eine Gleichung ^srO bleibt und die andere in ff^/jL(ffs=zO sich verwandelt^ in 
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Hinsicht auf die eine der Grossen a; oder ^ von niedrigerem Grade sei bIsJI ohne 
!&ugleich in Hinsicht der andern den Grad von J^zii überschreiten. Mit andern 
Worten: wenn durch Hinsufügung von /ucp' der Grad von/" nach x (oder y) 
erniedrigt werden kann^ ohne zugleich in Hinsicht auf j (oder dp) erhöht su wer- 
den; so vollziehe man diese Reduction, bis ihre Fortsetzung unmöglich wird. Noch 
muss vorausgesetzt werden, dass die beiden Gleichungen keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben; denn hätten sie einen, der z. B. f enthielte , so blieben? 
offenbar unbestimmt, indem alsdann für jedes or sich / so bestimmen liesse, 
dass y und 9 beide Null würden. 

Es sei nun g der Grad der Endgleichung in oc^ bereohnet nach der im 
22. Bande dieses Journals gegebenen Regel, mit Berücksichtigung der Zahlen- 
coeflficienten in y und 9, wie daselbst angedeutet ist; es sei femer ^^ der Grad 
der Endgleichung in y, die ausy*= 0, 9 = hervorgeht, nach derselben Regel 
berechnet; endlich sei g" der Grad der Endgleichung in a: des Systemsy+dy* 
+ exf^ =zO, 9 = 0, wocT und e zwei unbestimmte Constanten sind und ^ 
den Grad yonf nach x, so wie m den nach y bezeichnet (der Grad g^' muss 
ebenfalls nach der genannten Regel berechnet werden): so ist g^' auch der Grad 
der Endgleichung in y des Systems f+^y^ + eai* =0, 9 = 0. Denn durch 
die Glieder Sf" + ix^ sind die gemeinschaftlichen Factoren der Coeflicienten 
der höchsten Potenzen von x und y in den nach x und nach y geordneten 
Gleichungen weggeschafft, und alsdann sind die Grade der Endgleichungen in 
X und in y gleich. Dieses vorausgesetzt, wird die Anzahl der endlichen Lö- 
sungen des Systems /=0, 9 = duich ^-1-^—^' ausgedrückt. Denn 
das System /+ Sy + ixf* =:0p 9 = hat g"' endliche Lösungen; wird 
aber rf = und « = gesetzt, so werden g" — g Werthe von x und g^^^g' 
Werthe von y unendlich gross; und da es unmöglich ist, dass unendlich grosse 
Werthe von x und y zugleich dem Systeme /"= 0, 9 = Genüge leisten, 
so sind g"—g+g''—%^ Losungen verloren gegangen und es bleiben nur 
g+g^ — ^^ sämmtlich endliche Lösungen des Systems y=0, 9 = übrig. 
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2. 

Nuove applicazioni del Calcolo Integrale 
relative alla quadratura delle Superficie curve, 

e cubatiira de solidi. 



Oemorit 

(Dftl SifB* D. Bamaba Tortoluii, ProfeMore di Mtlemalicli« tmcendeBti a l'UnhremtA di Roma.) 



1. In qaesta Memoria verr6 a considerare Ire particolari superficie del 
qaarto online, le quali sono il luogo geonietrico della projezione ortogonale del 
centro delT ellissoide, e delle due iperboloidi sui piani tangenti. La dipendenza 
di queste Ire nuove superficie dotate di centro commune da quelle del secondo 
ordine rende interessante lesame delle loro propriet2i; quindi e che avendo 
ricercato Fespressioni della loro quadratura, e cubatura son giunto a riconoscere, 
che il piü delle volte dipendono dalle funzioni ellittiche delle tre note spede. 
Tal* i do che verr& successivamente ad esporre dopo di aver brevemente in- 
dicato un noto metodo per stabilire lequazioni delle loro superfide. Le presenti 
ricerche formeranno un seguito ad altre di giä publicate in una precedente Me- 
moria*), ove ho parlato della rettificazione di due curve del quarto ordine, 
luogo geometrico della projezione ortogonale del centro delP ellissi, e dell' iper- 
bola suUe sue tangentL Del resto nella redazione di questa nuova Memoria 
ho profittato di un qualche utile consiglio, che il Chiar** Sig' Professor Dirichlet 
si i compiaduto di darmi a viva voce nella scorso 7^. 

2. Sieno pertanto af^ y\ z! le coordinate ortogonali di un punto qua- 
lunque di una superfide del secondo ordine dotata di centro, e prese nella 
direzione dei semiassi prindpali con Forigine al centro. Se per quel punto si 
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concepisca un piano tangente, del quale le coordinate di un suo panto qua- 
lunque sieno a;, y, z noi avremo due equazioni della forma 

Aj/+B/+Cz^ = 1, Aa:a'+Byy+Czz^=: 1. 
Per determinare lequazione generale delle superficie laogo geometrico 
della projezione ortogonale del centro sui piani tangenti, dovremo prendere 
requazioni di una retta perpendicolare abbassata dal centro sulla direzione dei 
piani tangenti, e far coesistere le precedenti equazioni alle nuove per i medesimi 
valori delle coordinate o?» y^ z dopo Feliminazione delle a;^, y^, z* communi alle 
toperficie del secondo ordine ed al piano tangente. Ora lequazioni di questa 
perpendicolare sono eyidentemente comprese nelle frazioni 

X 9 % * 

le quali d daranno egualmente 

donde 

^— .^* y^— V .^ 



Se'^questi valori si sostituiscano nelF equazione generale delle superficie del 
secondo ordine, otterremo 

Tal' e lequazione delle superficie in questione: secondo la diversitä dei 
segni delle tre costanti A^ B, C si avranno tre superficie del quarto ordine di 
forme distinte, dotate di centro» e limitate in tutte le direzioni* 

3. Si prenda in particolare Tellissoide della consueta equazione 

ayremo per il luogo geometrico della projezione del centro sui piani tangenti, 
Fequazione 

Questa superficie dotata di centro^ e Umitata in tutte le direzioni passa altresi 
per i yertici degli assi principali 2a, 2b, 2c delF ellissoide. Le sezioni princi- 
pali, le quali si ottengono dalla successiva supposizione di o? = 0, jr = 0, 
£ = non sono altro, che altrettante curye del quarto ordine, luogo geometrico 
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della projezione ortogonale del centro di tre elüsi sedoni principali dell ellis- 
soide, sulle sue tangenti. Tutte le altre sesioni parallele ai tre piani coordinati 
saranno cunre ovali del quarto ordine. Yolendo iar uso delle coordinate polari 
T, p, q congiuote alle ortogonali x^ y^ z per mezio delle consuete forroole 

x:=rcospf ^ = r sen/icos 9, z ^ r senpsenq 
aTremo per la $ua equazione polare 

f^ 5=r a?co$^p+b'^sen^pco9^q+c^$en^psen^q. 

Di questa, d, che noi faremo particolarroente uso per calcolare Fespressione 
analitica della superficies e del volume. 

4. In un iperboloide da due falde si hk 



tT 



.A -^ 



^-^=-« 



quindi & che la superfide luogo geometrico della projezione del centro sui 
piani tangenti avrit per eqaazione 

La forma di questa superfide dofata di oentroi e limitata in tutte le direzioni» 
h simile a quelle, che nelle figura curvilinee ha la Lemniscata: di piü il centro 
della superficie & un punto doppio della stessa superfide, ove passeranno due 
piani tangenti. Per le sezioni prindpali nei piani xz, y% ottenianio due 
Lemniscate 

(x'+z^y = c'z^-c^a^, (y^+^^y = c'z^-b^f 
le quali sono il luogo geometrico della projezione del centro di due iperbole 
sulle sue tangenti; queste iperbole sono d*altronde due sezioni prindpali delF 
iperboloide da due falde: infine per la sezione principale nel piano xy^ si 
avra la curva imaginaria 

(x'+y'T^-aW-b^y^ 

cij» che prova essere il centro un punto, dal quäle partono due superfide 
chiuse eguali, e simile fra di loro. 1^ assai facile di provare, che glangoli 
^y ßt y formati dal piano tangente la superficie nel centro con i tre piani 
yz, xZf xy sono determinati per il doppio sistema di valori 

cos a = ±y(a«+We*)' ^^* ^ = " l/(a»+4*+c«)' ^~ ^ = K(a«+6«+c») 
e perdo il centro e un punto doppio. Segando la nostra superfide con 
dei piani paralleli ai coordinati si ottengono delle curve del quarto ordine 
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composte o di due avali eguali» e dmili, e separate fra di loro di un ceiio 
intervallo, od^ anche di una sola orale: queste curve saranno sömiglianti alla 
doppia specie dell' Elissi Cassiniana. 
Finalmente prendendo 

Ä = r cos /i, a? = r sen p cos q^ f^^^ ^^ P *^" 7> 
avremo Feqaazione polare 

7^ = c* cos*/i — c? sen*/? cos'9 — 4* sen^p sen^q 

delta quäle noi faremo egualmente uso nella ricerca della quadratura, e cubatura. 
In un iperboloide da una fatda, e di equasione 

si trova per la corrispondente superfide projezione del centro sui piani tangenti 

Cercando le se^ioni principali di questa superficie dotata di centro, e liroitata 
in tutte le direzioni si trovera per la supposiuone di jr=:0> j = 0, z=:0, 

le prime due appartengono a due lemniscate, luogo geometrico della projecione 
de! centro delle due iperbole 

sulle tangenti, come la terza sarji la curva projesione del centro delT ellissi 

a» ^ 6* — * 

sulle tangenti. Intersecando poi la superfioie con dei piani paralleli ai coor- 
dinati si ottengono altreitante curve del quarto ordine composte di una, o di 
piu ovali. Qui pure il centro della superficie h un punto rriultiplo^ e gli 
angoli a, ß, y formati dal piano langente con i piani coordinati sono deter- 
minati da formole del tutto simili a quelle di gia stabilite per la superficie 
proveniente dall* iperboloide da due falde. Adoprando in fine la sostitiaione 

Ä = r cos p, cc:=sr sen p cos qr, y^^r sen p sen q 
ottereno lequazione polare 

f^zsz ijf sen^p cos*7+6* sen*p sen^y — c* cos"p, 
la quale verra appUcata neir espressioni generali della quadtatura, e cubatura. 
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5. Sieno ora x,y, Zj le coordioate prtogonali di un punto qualunque 
di una superficie curva, e chiamando r, p, q^ \e coordinate polari si prenda 

x:=zr cos p^ y ^=^T sen p cos q^ z = r sen p sen q. 

St si coQsideri il raggio r funzione dei due angoli p* qf allora la qaadratura 
di una superfide detenninata dalF equazione polare 

^(r, p. q) = 
dipende, come si sä dall^ integrale doppio 

S=//rdpdqy[^+(r^+f^)^eu^p}f 

ove r^, r, sono le derivate parziali del raggio r rapporto agli angoli p^ q, e 
per brevita porremo 

R = V[r,"+(i^+/)sen>]. 

I limiti deir integrale si desumono dalla condizione che de ve soddisfare 
Fequazione della superfide. 

Consideriamo adunque la superfide del quarto ordine 

e che in coordinate polari ayrä per equazione 

r* = fl? cos^p+b'^sen^pco$^q+f^sev?pseQ^q. 
Eseguendo le derivazioni parziali rapporto di p e q otteniamo 

._ (yco8^ff-c^gen*y— o^senpcosy 

"" r 

(c^— y ) sen^j> §enq eosg 

^'^ r 

e ricaviamo con fadlitä 

»_ MnpCtf* coi»p«t-t*i0iiVeoi*g+c^sen*jp 8en*y)i 

T 

quindi Tintegnle doppio diverri 

S ^=^Jj wapdpdq]/{afcof?p'¥b^ttTppco^q+c^ %tv?p %txfq). 

I limiti deir integrale relativi 9l p t q do h 

p — Of p = \^f 9 = 0, 9 = 5^ 
porgono tottava parte della superfide» e perd6 Fintera quadratura sarii data 
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dair integrale definito 



•J o J o 






ove per brevit2i si pone 

u=scosp, "v =: senpcosq, (o = senpsenq. 
Sara utile qui di osservare che questo integrale esprime la quadratora di una 
ellissoide, della quäle i nuovi semiassi principali sono funzioni dei semiassi 
a, b, c. Infatti chiamando a^ ß^ y^ i semiassi principali di un* ellissoide, 
sappiamoy che la sua quadratura vien data dalf integrale definito 

5*1 » 8/ j senpdpdqVip^r^u^-^a^y^v^ + ä^ß^oi*). 

Se dunque si prenda in un caso particolare 

be ^ ae ab 

"-«' '^-T' »'-T 

si ayri 

ß^r/ — a\ a?f/^b^, a*^=:c\ aßy — abc, 
d'onde il valore di Si si ridurra a quello di iS, e potremo condudere^ che 
rintera superfide dd quarto ordine rappresentata dalT equadone 

e eguale all' intera superfide delF ellissoide di equadone 

*• _^ y* _^ «^ 



O* Ci1 Ci1 



1. 



Di piü questa nuoya ellissoide» e quella di semiassi a, b, c sono eguali 
in volume. 

Yeniamo ora a riconoscere leffettivo valore di S. Si si che la quadra- 
tura di un ellissoidi di semiassi prindpdi a, ß, y ove sia y^ZßK.a, ed 
in sieme 



C08/i» ^, ^-^(^_y.) 



vien espressa per 



nella quäle jF(oc,/t), E(i^fiL) sono le due fundoni ellittiche di prima e se- 
conda specie di ampiezza /ul, e di modulo x < 1. Nel nostro caso per la 
Cralle>f Joonial f. d. M. Bd. XXXI. Heft 1. 3 
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sostitazione dci yalori d\ a, ß, y avremo 

e perdo la quadratura delF indicata su perfide del quarlo ordine si esprinaerit per 

s ^ ^^+ ^^1^ [cosVFXx, /i) + wnvrrx, ^)]. 

Quando a ^ b ^ c^ la noatra superfide si riduce a quelia di una afera» ed 
allora h = 1, ^ =ä 0, per cui 

d*onde osservando, che per /t = 

seufi ®\ cos^ / 

verrii 

S = 2ara'+27ra» =4«ro^ 

6. Sqpponiamo adesso d = a, riaultera egualmente 

d'onde facendo 
si ricaveri 

TaV i la superfide generale dalla rotazione della curva del quarto. ordine 

attomo Fasse delie x per a < r.. La medesima «uperfide eguaglia quelia di 
un ellissoide di rivoluzione-^enerata dalla ratazione delT elliisi 

aUomo TacM mindre i. • Supponendo poi 6 ae o, c ritenendo 
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avremo 

i9»3fra*-f — — ardang ^-y I . 

n secondJo membro di questa equazione rappresentira la superficie generala 
daIJa rivoluzione della curva del rfuarto ordine 

attorno lasse delle ordinale. Il raedesimo valore di S rappresenta la superficie 
generata dalla rotazione deir ellissi 

-£ I.?. « 1 



o 



attorno lasse maggiore —. 

7. AI inedesimo valore di S ottenuto nel parag. 5. si pu& anche 
giungere f^cendo Fint^grazione diretta rapporto ai p^ e ^j per qualcuno dei 
metodi giä noti ai Geometri. Quantunque si renda qui superfluo di eseguire 
questa ricerca, contutto ab non sarä inutile di indicare breveniente un metodo» 
il quäle consiste nella sostituzionc di nuove variabili 0, oi invece di ^, g^ ed 
atte a toglie^e rirrazionalitä : ci& che poi dovremo necessariameute fare^ quando 
si voglia calcolare il volume terminato deUa stessa superficie. 

Sia dunquc 

a=^cos/7, f^=: senp cosq, <p=: seap senq^ 
^ z=: COS 0f V ■= sen cos a, 4 = sen sen a , 
ed insieroe 

e supponiamo^ che fra i quattro angoli p^ g, 0^ ^ sussistano le relazioni 
^ Au Bv 

w Cw 

Ba queste formole si ricavano reciprocamente i valori di u, p, w in funzione 
di »• Vi If in modo^ che ponendo 

si hii primieramente PQ = 1, e quindi 

"""^IQ* "^"ife' ^''W 

3* 
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la prima delle quali porge 

cos 6 

^^P'^ ^l//cos»e seilte 008*01 sen*ftsen*a>\^ 

^Kv"^^"*" — 55 — "*" — C* / 



e le dae ultime danno 



ß 

lang J ■■ -^ t«ng « 



1^ intereasante di osservare, che ai limiti 

p -■ 0, /> — f^, J -■ 0, y « }^ 

corrispondono egualmente i limiti 

e a 0, 6 = JfJ, « = 0, m '^ \7t 

Per determinare quäl sia l'elemente diflTerenziale da sostituirsi a 

sen pdpdq, conveirä diflerenziare il valore di cosp nella suppositione di q 

costante, o ci6 che torna lo stesso nella supposizione di ai costante, ed ayremo 

simullaneamente 

(B« sen'o) -I- (? oos*a))senOi/0 



. p,p^T|y/ cos*6 8en*6cos*<tt swi^Osen^Y 

' "" (B» sen*ai + C'cos'fti) * 

e perdö alF elemento wn pdpdq si dovr2i sostituire il nuoyo elemento 

sen6rf6rfa» 

ABC e* 

donde rintegrale definito S rapporto agli angoli /?, 9 del parag. 5. diverrii 



ABC 

ossia 



-, 8 /•{''/^''senerferf« 



8 /^i«/*»« senörförfoi 



ABCt 9 /cos* 6 sen* 00s* 10 sen*Osea*a>V 



In questa guisa si i tolta rirrazionalitä dal nostro integrale, e sarä assai facile 
di esegaire una prima integrazione rapporto ad una delle variabili 0^ ^. Queste 
trasformazioni spesso adoprate dai geometri, unitamente a diflerenti altre 
trovansi esposte in una delle Memoric del Sig'' JcLCohi inserita nel tom. 10. 
di qhesto giomale. Si rende piü utile di eseguire Tintcgrazione rapporto ad 
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A», per €ui fatto primieramente 

a«=C*(J?cos*Ö+^scn«Ö), ^8» = !?•({? cos»Ö + ^ scn»Ö) 
si avrii 

Ora dai noti metodi d'integrazione ai trova con fadlitii 

'* " dt» ,_/ 1 _^ 1 \ 

e perci^ 

5» 2^ir( 



/: 






£ facile di trasformare gli integraii del secondo membro in trascendenti 
ellitdci; supponiamo infatti che fra le tre quantitä A, jB» Csussista A<,B'<C 
ah che i lecito, e sia 

^ C B' langV C*— il* 



e sosütmamo 



cos6 = cot^tangy, senO^^O « - ^*^/^ , 

cos ^ 



quindi osservando che ai limiti 

e » 0, « t^ 
corrisponde 

9 = /i, 9 = 0, 

e facendo 

J = }/(l-x»sen*g)), 
si otterr^ 

27t 



*"F(C*: 



i^ r^ r^ COsVi/iy) ^ y /•/ * COS*yi/y " 1 

Sia ora x' il complemento del roodulo x<l, cio che darä 

t«ng»y J*— ^* 
'^ " tangV " C»-^ ' 

cd adottando le notazioni di Legendre per le funzioni ellitdche di prima, e 
seconda specie cot porre 
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abbiamo *) 

osservando in fine che ai limiti tp^=:/LL, (p=:0, si ha 

senycosy ,4l/(C— ^) 
A ^ BC 

troyeremo 

„ ^nAB 2äC* / 1 ri^ X • n, x\ 

« « (^ -*- y((;»,^a) (cos>F(x,fi)^senV£(x,^) j 

Quesf espressione coincide con qoelle di giä trovala al parag. 5. per la sola 
so5t[tuvione di 

^ = 0», B—b\ C=c», 
Per calcolare il voIume terminato daDa medesima superficie pren- 
deremo la formola generale della cubatura dei solidi in coordinate polari, la 
quäle e 

V »\ fTr^denpdpdq . 
Nel nostro caso 

i^^=^cf^ cos*/? + V' sen'p cos* y + c* %^v?p 6en* q , 
d^onde prendendo lint^^le entro i soliti liniiti, e moltiplicando per 8, otter- 
remo Fintero voluine 



c/ o c/ <* 



senprfpify K«**«' -*-*•«* + c*w*)'- 



Qui pure Tirrazionalitä si toglie per una sostituzione del tutto simile alF ante- 

cedente in modo, che ritenendo 

u = cos/7, p = sen/7 cos^, w = sen/7 sen^, 
^ := cosd, 1? =s sen^cosA), 4 =' sen^ senft>, 

si porrä 

4onde facendo 



*) Ifegvndre. Fondions eUiptiquei Tom. L paf . 257. 
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s\ hk come sopra PQ = 1^ ed iosicme 

•"^' *'6Q' ""4' taug, »4 teng«. 
Gon queste diverse fonnole calcolando lelemento differenziale wapdpdq, 
e facendo lintera sostitozione e. di piü ponendo per brevitä 

o« == c«( 6^ cos*(9 + a' sen« Ö), /3» = B'if? cos' <9 + o» sen'<?) 
avremo 

" ^ J oj (a'cos»a>+/?»sen*«V 
I limiti delle nuove variabili coincidono con gli antecedenti. Sia 

* »/o (<»»co»*«-|./?»5en'w)*' 
n trovera facilmente dal noti metodi dmtegraxione 

e percio 1 integrale doppio n ridurrii ad integrali semplid della forma 

Qui anche faremo un cangiameiito di variabile per poter ridonre piü fadimente 
cpiesti integral! a trascendenti ellitdcL Sia a<b ^ c, e facciamo 



fr«* 



[ 



a a 

COSfl aa — , COSV xas - 






cos Qp 



si ricavera per rintero voliinie 

?l sen/M cos*^cosi^ , ]^ " sen^ C08*v/ ^ 

Tali sono gli integrali, che si potranno ridurre a funzioni ellitt'che di 
prima« e di secoiida pccie e che vcrremo ad csporre^ dopo di aver verificato 
ia nofltra formola per alcuni casi particolari. 

9. Sia per ipotesi & = c, avremo 

A* » 1/, X = I, COS/U « y-. 
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d'onde 



Sseoi 



II secondo membro rappresenta il voIume generato dall' area della cuira piana 

attorno Fasse minore 2a. Sostituendoci poi ]*integrale 

/ eos^^J^ « j8eiifcCcos*f^ + |co8i»)+|iE<, 
ayremo definitivamente 

Che se alle linee trigonometriche %\ sostituiscano i valori dati per 
a^ b, avremo anche 

La medesima superficie del quarto ordine ridaccsi ad una sfeM per a = 6 == r, 
e si otterrii immediatamente per /tt =5 da una qualunque di queste due 
espressioni il noto valore del yolume sferico. 

Prendendo adesso a = & nella formola generale, sar2i 

c 
d*onde 

Eseguendo queste diverse integrazioni si hh 

F- {«c»r2 + 3co8V + ^Iog(i±i^)l 
• L ^ stJkfi *V cos^ /J 

Sostituendo nuovamente, i valori di sen^, cos^» e ponendo 



si avra 



V.ln[(t,'^ia'.^»^V^(\±l)l 



Ambedue Fespressioni si riducono alla sfera per a=s c e rappresentano il 
voIume generato dalla rotazione delF area della curva piana 

attorno Fasse maggiore 2c; come si pu6 verificarc dalle note formole della 
cubatura dci solidi di rivoluzione. 



2* TorioUm quadrat. deUe Saperf. eurve e cubai. de MoUdL 25 

10. Ritornando all* espressione generale ottenuta nel parag. 8. del 
volume terminato dalla saperficie del quarto ordine 

veniamo a mostrare la riduzione di quelli integral! a trascendenti ellittid. In- 
dichiamo per brevitii con le semplici leltere F, E le funzioni elliltiche di 
prima, e seconda specie di modulo x, c di ampiezza g>, e sia oc' il comple- 
mento del modulo, noi abbiamo dalla cilata Opera di Legendre 



J—J 1?—' J 1 « jj(F-l?) 

Se il primo membro di quest' ultimo integrale si moltipliche, e divida per 
e si sostituisca sen'^)^:! — cos* 9 si ayrä evidentemente 

donde 

e perciö dalla sostituzione ^ei stabiliti valori, si trova 

fcos^wdg) Jseuq>eo8(p 2 Cx*-/*)lg . x^*C2x'*-x*)F 
J J— "" 35« "*" 85^^ "*" ^ 

Che se nello stesso integrale si sostituissa cos'9 sl'^scn'g), avremo 

dalla quäle deduciamo a sostituzioni , e riduzioni eseguite, 

/^n*wdcp JsmaGOEip 2Cl-f-«*)-B . (2-f-x*)F 

Infine dal medesimo integrale abbiamo 

e perci6 

/ sen^ycos^yrfy (2 — x*)JB 2x^F i lsenycosy 
J * Sx« """sä?" 3ä» 

Per calcolare gli altri integrali, i quali si trovaoo ndF espressione gene- 
rale di T^j e che contengono le potenze di A superiori alla prima , poniamo 
CrvUeis iownul f. d. M. Bd. XXXL Hell 1. 4. 
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successiyamente 

J» - J« ■*" J 



e troveremo per i coefiicienti A^ B, 
e quindi 



1 x" 

X* x' 



J* " x*y ^ ■" ^y J* 

Nella stessa guisa faseroo 

cQg^y ^ B^ C 
J* " J» ■*" J*"*" ^l' 
e sarä 

d'onde 

r Kas^q>dq> x[| i^rfgp 2x'* /»rfqp _1 rdq> 

y j» " x*y j» i?"y j^'^'t^j j - 

Ora fra le altre formole di riduzioni delle funzioni troviamo nelF Opera di 
Legendre 

/ iq> E x*8eByco8y 
^"x^ x^^i ' 

/ cos^yrfy F— JE ieny cosy 
J* " X» "** J ' 

/^rfy „ 2(l-»-x^£ ' F 2x^(1 -»■/'jseny cos y x^senycosy 
y ^ " 3x1 Sx'' 3x^J 3/V ' 

quali sostituite insieme ad altre negli due ulliini inlegrali, ricaviamo 

r cM*q>dq> ^ (l-»-x^)£ _ 2x^*F x^senycosy 
y ?^ - X* X* "" x»z/ ' 

/•ooffjprfy a(x^— a )£^ (3— x^*)F 2(x^— 2)8enyeoiy x^senycogy 
y > " 3x* ■ ■*" 3x* 3i?7^ ■" 3x« J* • 

Tali sono le differenti formole, delle quali noi faremo uso adesso, e ne\ 
seguito di questa Memoria. 

11* Gli Integrali» che trovansi nel secondo mcmbro di f^ sono presi 
entro i limiti 9^=0, «pss^; la quantitä 

per il yalore ^s:^, e di x stabilili ncl parag. .8. divicnc 

C €011^ 
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e per conseguenza 



3*«cos» "^ 3** "^ 3«* 



> cos*y</y (l+»^)£ 2at^F /* gen;« cos» 
J« " 3** "* «* "■ *• ' 



/. 

JV cog*yrfy 2(x^-2)g (3-^*)F x^senA*cog» 2(x^~2)»enftC08» 
, J» " 3x« ■*" 3x* 3x»C08V "*■ 3? 

Questi integrali sostituiti neir indicato valore di f daranno dopo alcune ri- 
duzioni un risultato della forma 

6 V c» Z"*" 6o*V x^sen/t /' 

I coeiBdenti IP, H^ sooo 

fl»=2[(x'— 2)co$V + (l — 2«'')cos*v + (l+x')cosVcos«v] 
ff/ = (3 — «'') cosV + x'*(3x'* — 1) cos*v — 4x'*cosV cosV. 

Interessa di conoscere le forme che prendono arobedue questi coeffidenti 
espressi dalle sole quantita a, b, c. Eliminiamo pertanto i valori di cos /t, 
cos V, X, x', si avrä primieraroente 

™ 0^/ ^(0* -»- y -f- c»)6« + (a* -HC« - 6«)g* - 2o«6V \ 
fl. - 2«*^^ 6* c« (««-«•) )' 

Ordinando il numeratore rapporto alle potenze di c, si troverit divisibile per 
(c« - Ä«)» = c* - 2ÄV + h\ e perdö 

„ 2o«Co*-y)*(a*-»-y + <»') 

e riflettendo al valore di x' si avrä in fine 

W_ 2a«(<>'~a')(«i'H-y + c*) 

Similmente per il coefBdente H* abbiamo 

*** -5rj[(3o*-2o»-i»)(c»-a»)6« + (6*-a«)(3J«-2i»»-c»)«« 



' 6«c*(«*-a*)« 

-4(6«-«»)(c»-o«)6V] 

quale egualmente ordinata rapporto a, c h. divisibile per ((^'— &')*, per cni 

„, g*(c*-6«)'[(o* -H y -I- c'jg* -H a*-6V] 
' " 6«c*(c«-o»)* 

OSSI 3 

H/ i^H!^ + y + e«) o* -t- g« - 6«c*] 
"Sr— js? * 

dunque in fine ponendo 

4* 
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e rappresentando nuovamente per 

le diic funzioni ellitliche incomplete dl pnma, e seconda spede, otterremo 

"" 8 V c* / 6cs»fi 6csen/i 

L assai facile di verificare lesaUezza di questa espressione per i diflerenti 
casi particolari di & = c, di b =^ a^ e di a=^ b = c; concluderemo adunque» 
che la cubatura del voIume terminato dalla superficie 

dipcndc dalle funzioni ellittiche incomplete di prima, e seconda spede. Noi 
Irrmineremo di parlare di questa superfide, colF avvertire che dessa incontrasi 
in aicune queitioni di Fisica-matematica, e rappresenta predsamente nelP 
Oltica, la superficie di elasticitä, 

12. Projettando il centro delF iperboloide da due falde sui piani tan- 
gcnti, fil^ veduto, che fcquazione polare della superficie, luogo geonietrico di 
questa projezione e come dal parag. 4. 

r' = 6** cos*^ — o' sen^^ cos^y — Ä' scn^^ sen*^, 
ove facendo le derivatc parsiali del raggio vettorc r rapporto a />, e ^, e 
sostituita nella formola generale riportata al parag. 6. per la quadratura delle 
superficie, e ritenendo 

u^ co$p, v^ sen p cos y , jp = sen p sen q, 

si Otter» luitegralo doppio 

S, ^ J J «*«n vdfdq j/(o*it* -f- a*ü* -^ ä*io') . 

I liuiiti drir integrale dovranno desnmersi dalla condizione, a cui c soggetto il 
valore di r*, cio A 

r* cos'/i > (//' <:os*// + A* scn'y ) sen'/i 



ossia 



. , V ö* cos* 7 -4- 6* Non* Q ) 



e percitN csrgnendo niia printn inlrgra/.ione rapporto a ;i, i limiti delle coor- 
dinale positive* sarniino 

e qiiindi y comprrso f'ra i limiti y =» 0, y ^ .Jir. 

In questa guisa Tintegrale d^fiiiilo inolliplirato perH rappresenter^ Imtera 
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quadratura della superficie in proposito, se dunque porremo per brevita 

avremo 

Con un processo dd tutto simile si troverä il valore di un integrale definito 

S^ atto a rappresentare la quadratura della superficie, luogo geometrico della 

projezione del centro delP iperboloide da una falda sui piani tangenti: infatti 

dalla sua equazione polare 

r* = o* sen'^ co^q + Ä* sen*/? sen'y — ^ cos^p 

si trovera dalla citata formola generale del parag. 5. 

St ^J^fsmpdpdqVCe^u^-^a^f^+b^u!^). 

Volendo eseguire una prima integrazione rapporto a, ./?, i limiti verranno 

somministratl dalla condizione 

(^ cos^p < (€J? co$*7 + Ä* sen'y) sen^p 
ossia . 

V(a^ cos*7 -#- 6' 8en*7) 

d onde sara per i limiti 

ai quali corrisponderanno in segnito ^ = 0, ^ = l^r, e per conseguenza 
rintera superficie sara rappresentata dalf integrale definito 

«i «=• 8 I f senpi/p4/yV(c*tt*-f-aV + Ä*to«)- 

Prima di venire nei duo integrali definiti iS^, S^ all' integrazione diretta 
rapporto a/iy noi faremo un osservazione non priva d^importanza. L^angolo/ij 
e un angolo compreso fira i limiti p =zO, /? s= \iCf e perci6 un integrale 
definito preso fra questi limiti si poträ decomporre in due nuovi integrali 
compresi fira i limiti p:s:p^^ ^ = J«-, ed insieme /? = 0, p^=^Pi quindi 
al secondo membro della Si si potrji sostituire la differenza di due integrali, 
cio e 

S', - 8 I I smpdpdqVCc^u^ + ö*«* -f- 6*io*) 
-^ I I senprfprfjV(cV-f-aV4-»*io^. 
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Ora il primo integrale rappresenta la superfide S, projezione delcentro delf 
ellissoide sui piani taagenti, ed il secondo integrale e la superfide S^ projezione 
simile del centro delf iperboloide da una falda, e per conseguenza 

,ySe dunque sopra i stessi assi prindpali 2a, 2b ^ 2c si descrivano fellissoide, 
„e le due iperboloidi, la superfide» luogo geometrico della projezione orto- 
„ gonale del centro dell* ellissoide sui piani tangenti £ eguale alla soromä delle 
,,superfidey projezioni simili del centro delle due iperboloidi." 

13. Occupiamoci adesso della quadratura della superfide S2 projezione 
del centro deir iperboloide da una falda sui piani tangenti , e che d servirii 
in appresso per conoscere il ralore della Sii poniamo per brevitä 

^ = c*, B=ia^ cos^y + 6* sen^y , 

si trova 

ä; » 8 / I genpdpdqVCAcos^p + Bsev?p). 

Sia inoltre 

F « / senpdp V(4 cos^P -*- B sen'p) , 
c/ Pi 

avremo dai noti metodi dmtegrazionc 

Tangolo pi come dalF antecedente parag. 12. ä una funzione delf angolo q 
egualmente alla B, se dunque faremo 

Q » cosi>i K^cosVi 4- B senVi) , /(?) « 2}\B^^) ' 

^^^ WA cos'pi -f- B senVi ) 
la quadratura della nostra superfieie sarä ridotta agli integrali definiti semplid 
della forma 

5t - 4 fQdq+4. f /(f).arctaiig \Liq)\ dq . 

Ora dal valore di pi abbiamo 

c V{df cos^g -I- y sen^g) 

d'onde per la sostituzione di questi, e dei valori di A, e B s\ ottiene 
^ *" (o*-#-a*)co8« 9 -f- (0* 4- 6*) sen^y ' 
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^^ " f/[(«*-c*)co«»}+(6*-Osen«}]' 
• .. Via* eos^g -I- y 8en*})y[Cg* - Q cos^g -f- (ft* - tf*) sen'g] 
^^'^ - cl/[a«(c* -+. a») cos* j -i- J«(c» + 6«) setfy] 

Tali sono le tre funzioni delF angolo q, che entrano Del secondo 
membro di iS^ U primo integrale £ ridudbile a funzioni ellittiche di terza 
spede: iofatti ponendo 

tgngq « j- tangy, 

verra 

a seny ftcosy 

^^ ■ V(ft«C08'9 + >8enV)' ^' " y(A*cos> -^.«»setfip)* 



rf«-xr 



ahdq> 



daUe quali 

Q a^b^ eVlJf^ ^ g») cosV -»■ (o> 4- 6*) sen^y] 
^■" 6»(c*-Ha')cas>-|.a»(c»-i-6')seii'y ' 

e quindi facendo per brevit^ 

M — lf cos'9 + fl* sen*9, iKss ä*(c« + a') cos*(p + o^Cc* + A") sen^. 

risulterä con fadlitä 

o ^ * ^o MiV)/[(c«+a»)cw»9^-(o»-+.»«)aen*ipl' 

Ora in generale da una decomposizione della frazione 

rt^cos^y-f-t^sen'y A B 

(»co8*9)-ff-fiS6ii*9))C«i'cos*9-4-ii'8en*9) "" mco^^tp-^nwifip »'co«*y + i^sen'y 

si tvova 

m« —1» n mn ^mn 

Nel noslro caso per i valori di My IV, 

nf^zi^ + c", b':=zc' + b\ m' — b\ ri — c?. 



donde 






e perd6 
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Sostituendo flnalmente cos*^) = 1 — sen*^), e prendendo a >- b, si facda 



otterremo 



**"Öm:7' "" J»(c»+o*)' "' P~' 









DI qui si vede, che Tintegrale definito in questione si riduce a funzioni 
ellitdche complete di terza specie a parametri positivi n, Oi, e dello stesso 
modulo h <.!. Adottando le consuete notationi di Legendre si arra 

e per conseguenza la quadratura della superßde in proposito sarit espressa per 
4oe(a* + yH-c') 400(5«-^^) 

+ 4^ '/(?)wcl«ig[L(})]rfy. 

Le fanzioni düttiche complete dt terza specie, che entrano in questa 
espressione si riducono a funzioni elHtliche di prima, e seconda specie, come 
mostremo in appresso. Volendo calcolare la superfide Si projezione del cenlro 
deir iperboloide da due falde sui piani tangenti, avremo 

ove S rappresenta la superflde projezione simile del centro deir dlissolde di 
semiassi prindpali a, b, c, quindi per quanto si ^ detto al parag. 5. si ha 
per la condizione c <. b <. a, e per i valori 



, o«-»« 

— v' Baa 

a»i»«« 2««* 



«>"*-5' « o*^^ 



e perciö 

4gc(y4.c«) ^. 4atf(a «-|.y^c«) 

/(9)arcUniglt(9)l</4. 



-'/."^ 
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n Talore di Si dipende dalle tre fnnzioni elllttiche le -quali si potranno riduire 

a quelle di prima, e di seconda spede, e da un' altra quantiti trascendente 

commune alla Sf. 

14. Non sara inutile qui di fare tma qualche riduaone sopra il 

prodotto delle due funzioni 

/iq)e arctaiig[Z,(9')], 

che serve di coefiiciente a dq nell' ultimo integrale definito. Sia 



X* 






le due funzioni /{(f^y -^(y) si ndurranno ad 

f(o) - «* (1 zÜi'Ji'?!!) 

r.f«-i » >^(«*-g*) V(l - Z« gen'g) . ( 1 - X^ acn*g) 

Fissa la supposizione di a > 6 > c, tutte le quantitä X*, V, V, V" saranno 
minori deil' unitä, come evident^mcnte appamce da tutt«V cos* T*^ 1^ ^" >i hSi 

ore essendo Ä* < o*, Ä*c* < «^c*, ne yiene V' > 1. 
Facdamo inoltre 

j = V(l — X'sen'y), J" = |/(1 — ^'*»en*y), 

^' = V( 1 - V''sen"y ), d"' == V(l — ^-''''scnV), 

avremo 

Di qui 

/(,) arctangK,)] - j^^^J^-^^arctang (l^^SLz.^.^), 

quäl valore sostituato nel secondo membro di 8%, darii 

Sriluppando in serie l'arco per le potenze della tangexite si otterrebbero inte- 
grali riducibili a funzioni ellittiohe di tutte tre le spede. 
CraUe'f Joivniai f. d. M. Bd. XXXL Heft 5 
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15. Facciamo ora la riduzione delle due funzioni ellittiche di terza 
specie. Pongasi 

hf =il — h\ ^(Ä,ö) = }/(1-A*sen*ö), 

O{0) - F{h) JECh\ 6) + F{h\ 0) E(h) ~ F(h) F{h\ 0). 

si sä che il parametro n positivo poträ rappresentarsi sotto la fonna 

n — cot*Ö, 

ed allora per una formola data da Legendre^), abbiamo 

ir(c«...») . '^;|«(},*!^^a'..)F(*)-<i>w). 

Prendendo 
otteniamo 









d'onde 

Nella siessa guisa per Faltra funzione cMittica di terza specie a parametro /ij, 
prendendo 



Irovast 



fl* — 6* 

lll = COPft) « rj — 



- , cosa> •= ^-^ ^ 



e perao 






La nuova funzione ij>{fa) e formata nello stesso modo che la funzione ^{0\ 
Sostituendo i trovati valori nel secondo membro della &i si \\\ (inalmente 



*} Fonctioni elliptique« Tom. L pag, 134. 



2» Tartolini quadrat. delle Superf. curve e cub(U. de iotuU. 35 

Da questo valore $i deduce iromediatamente quello dl Si per lultima formola 
del parag. 13, cio che darä 

I precedenti valori di «Sit ed «Si oltre Fintegrale definito contengono le sole 
funzioni ellitticbe di prima, e seconda specie. 

16. £l faclic di verißcare Tesattezza delle due espressioni S^ ed Si in 
un qualche caso parficolare. Sia a = Ä od anche a=i b =z c^ allora 

Ä = 1, a>(Ö) = |7t = Oiiioh i^(Ä) = i^. J = J' = ^" = z/'''= 1, 

ed avreino respettivamente 

Tali sono le suncrfide generate dalla rotazione delle due lemniscate 

attonio Fasse delle y. La inedesima snpposizione di a = b si faccia nel 
Secondo roembro della i^ verrä per una riduzione giä fatta al parag. 6. 

la quale si perra anche poire sotto )a forma 

Questa espressione rappresenterä la superfide generata dalla rotazione della 
lemniscata 

attorao lasse delle se. Qui pure per a =s c si ottiene fadlmente del priroo 
valore di Si l'espressione 

la quale serve a rappresentare la superficie generata dalla lemniscata equilatera 

5* 
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atlorno Tasse deUex. 

17. Bipresa Fequazione 

1^^=^^ cos'/^— a* sen'/7 co^q — l? seii*/? sen*y, 

la quale appartiene alla superficie de! quarto ordine projezione del centro dell 
iperboloide da due falde sui piani tangenti, avrenio per la cubatura del suo 
voluroe V Tintegrale dcfinito 

Tangolo p^ iunzione delF angolo q h determinato dalle stesse formole, che 
abbiamo richiaroato ai parag. 13. , come anche 

ü=^cosp\ (^^=: senp cosq, cp =^ senp senq. 
Sia per brevit^ 

^ = c", B:=sii;f cGsq-t- b^ sQU^q, P = \{A cof?p — B sen^p), 

W —J senpdp y(j4 cos^p — B sev?py —/ P^ senpdp , 

avremo dai conosciuti metodi d*integrazione 

Fangolo />, cpme dalle citate foptnole del parag. 13. porge 

VA VB 

6 quindi per p =^Pi risulterä 

3J5* 

come per /? = sara 

Dalla differenza dei due Integral! si hh Tintegrale dcfinito 

e rimettendo i valori di A, B, sarli 

W - j-3c g 

3<a«cosV+y8cn«y)« /" e + l/(c* -ha* cos*q ■+■ b* sen*g) \ 

ÖV(<5» + a' cos» j + i» «en» j) '"«^ V K(«'cos*j-«-6*8en»?) / 
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Moltiplicando il secondo niembro per d^f, ei integrando.entro i limiti 9;=^0t 
q zss^v: si arrä 

quindi esegoendo le integrazioni» e faoendo 

•/ W; *" V(c* + a' cos»g -+.6« seii'g) ' ^^^^ " J^(a» cos'g + i» sen« j) 
otterremo 

Tale sarä Fespressione del volume f^ temiinato dalla superficie 

Qaando fosse a^=^ b, od anche a^sb = c, $i ricaverä respettivamente 

^ ° T— 2~"*' 2K(a»+c') ^^gV i i' 

oppure 

^ 2\ — n V' 

quali saranno i volumi generati dalla rotazione delle aree delle due lemniscate 
di equazioni 

attorao Tasse deile x. 

18. Consideriamo in ultimo il volume V terminato dalla superficie, 
projezione dd ceutro delF iperboloide da una falda sui piani tangenti; e per 
la quäle la sua equazione ])olare i 

j^ss a^ sv\\^p cos^y + Ä* sen^p sen^q — c* cos*^ , 
si 9iYTk per la sua cubatura 

F« I p'' f^\enpdpdqV(d'v^ + b^io'^(^u*)\ 
J ^ J Vi 

e ritenendo per A^ B \e, quautitä di giä notatc nel parag. antecedente, sarii 

F — } I I senpdpdqViBsexfp-'Acos^qy . 

Qni pure sia 

P = ^{ß sen^p — Acos^p), W^fP^^trxpdp. 
aTremo dalT integraadone indefinita 
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r 



Ora ai limiti pzszp^, pz=: l'x, diverrä 

senpdpVCBsen^p^ Acos'py =» WWA^hW)' 

Fangolo pi funzione clelF angolo q e sempre detenninato per le formole piu 
volte citate del parag. 13. Sosdtuendo adunque di nuovo i valori di A, B 
sarä per il richiesto voIume 

^ ^V o V(c'-Ha'cos»g4.6«sen»j) ' 

Questo integrale dipcnde dalle funzioni cUitticbe complete di prima, e seconda 
spede; infatti supponendo a> b, pongasi 

X« = ^:::*!, •' = *^^\ ^ = i/(l^x« sen»g). 



verra 



Ora richiamando le formole di riduzione che abbiamo nportate al parag. 10, 
e facendo per brevitä 

£P = 2[a^(x*-oc'')-6*(l + x^) + a*Ä»(2-oc')] 
i3;» = ö*x'*(2oc^ — oc») + Ä*(2 + x*) — 4a^Ä'x^, 
si troverä in generale 

f Xa^ cos^ -»■ y seii^g)Vg (fl^-y)Jsengcosg IPEi», q) , H/F(x,g) 

y 2f "" 3? "*" 3x* "*" 5? • 

Qui pure sarä utile di cercare le piü semplici espressioni dei coefficienti 
H^, H,\ A questo oggetto si sostituisca primieramente nel valore di HP la 
quantitä x^= l— x^^ si avrä primieramente 

jff' = 2(a*-6^)[(2a* + Ä*)x»-(a»-Ä»)], 
nella quäle per la nuova sostituzione del valore di x^ verrii fadlmente 

d'onde 

Nello stesso modo sostituendo in H,^ i valori di x^, x% avremo dopo la ridu-- 
zione al medesimo denominatore 
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la quale ordinata rapporto alle potenze di a si trova dtvisibile per (c? — 6*)^ 
quindi risalterä 

ossia 

Tali saranno le piü semplici espressioni, che possoDO preiidere i 
coeffidenti dellc due funzioni ellittichc, in modo che ponendo 

verrä 

/ {€f cos*g -f- 6* 8eii»g)*rfg (g*— 6«)(a*-t,.c*)^sengcosy , 2g£(x,g) K^Fjx, g) 
^ "■ 3 "* 3 •*• 3 ' 

e perci& entro i Umiti q=sO, ^ = |7r 

J'^ ^ (g* cos^g -f- y sen^gy dg 2KE+ K,F 
o ^ "'s» 

donque 

^ n( 2gE-4 -g,F) 

Tal* d il ▼olame teitninato dalla soperfide del quarto ordine 

(o^ + y* + z*)^ = o^o^H- ÄV - ^-2" 
laogo geometrico della projezione ortogonale del centro delF iperiboloide da 

nna falda rai piani tangenti: la trovata espressione del volume dipende evi* 

dentemente dalle funzioni ellittiche complete E, F di prima, e seconda spede. 

Nella supposizioue pardcolare di a=: b, o di a = & = c, si giungerä a 

e rappresenteranno i volumi generali dalla rotazione delle aree delle due 
lemniscate 

attomo Tasse delle j; come si pu6 facilmente verificare per mezzo delle note 
formole della cubatura dei solidi di rivoluzione. 

Roma 1. 9^ 1844. 
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3. 

Auflösungen und Beweise einer Reihe von Auf- 
gaben und Lehrsätzen der ebenen Geometrie. 

(Von Herrn jL JacM zu Breslau, Premier-Lieutenant a. D.) 



In den folgenden eilf scheinbar von einander unabhängigen Au&aUen 
war ich bemüht einige der einfachen Sätze zu entwidceln» auf die sich die 
ganze Theorie der Kegelschnitte basiren lässt und mit Hülfe welcher der innige 
Zusammenhang vieler Eigenschaften der Kegelschnitte mit denen von Sjrstemen 
von Geraden hervorgeht Bei dieser Arbeit liegt das allgemein bekannte 
Werk des Herrn Professor Steiner „Systematische Entwickelung der Abhäo- 
gigkeit geometrischer Gestsdten von einander" zum Grunde, und überall» wo 
irgend eine Sieitenzahl ohne weitere Bemerkung angeführt ist^ wird dasselbe 
gemeint Auf diesen wenigen Bogen konnte natürlich keine umfassende Theorie 
der Kegelschnitte g^eben werden, und ich habe besonders^ mit Voraussetzung 
des allgemein Bekannten, mehrere der im Anbange jenes Werjces von Siemer 
gegebenen Aufgaben und Sätze zu losen und zu beweisen gesucht Die Eigen- 
schaften der Brennpüncte der Kegelschnitte sind nicht erwähnt , da sie sich 
am der Darstellung in X. unn^ttelbar i^ die Weise anschliessen» wie sie in. 
dem Werke „Trait^ des propridtis projectives des figures^ par Poneelet'^ 
entwickelt sind. 

Um Irrungen zu vermeiden sei noch erwähnt, dass die Entwickelung 
in XI. nicht alle Gurven 4ter Ordnung mit zwei Doppel ^Puncten giebt, aber 
wohl in den Constructionen von VIII. alle mögliche dieser Curven mit drei 
Doppel -Puncten enthalten sein dürften. 

Breslau, den 16. März 1845. 
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Relationen iwischen vier Pnncten einer Geraden nnd einem Kreise. 



1. Werden in einer Geraden vier Puncte -^, jB, C und D ange- 
nommen und von einem Puncte P ausserhalb derselben nach jenen Puncten die 
Strahlen a, b, c und d gezogen, so hat man bekanntlich folgende Relationen: 

4J^ . CB ^ 8in(gi) 8in(ci) 
jiD ^ CD " sm(arf) ' sin(ci/) ' 
AC BC ^ sin(gc) sin (gc) 
AD ' BD'^ sm(arf) ' sin(W) ' 
4B DB ^ 8in(ag) sin(rf&) 
-4C * DC ^ sin(ac) ' sin(rfc)' 

Sie verwandeln sich leicht, wenn man den Punct P in Fig. 1. Taf. I. im 
Durchschnitte der beiden Halbkreise über AC und BD annimmt und dabei 
den Winkel {ab) durch 9 bezeichnet, in die nachstehenden: 



AB 
AD 


:|^»t.-g^-. 


AC 
AD 


BC 1 


AB 
AC 


DB . , 


■ ( 


sin y* H- cos y* = 1 , 


\ 


U«.fv«-1, 




h ' -1 




[ sin<]p* tang9^' 



Die Gleichungen 



sind bekannt und aus jeder von ihnen ergiebt sich mit Hilfe der obigen unmittelbar 

1. AB.DC+AD.BC = AC.BD, 

welches eine bekannte RelationderEntfemungen von vier Puncten einer Geraden ist. 

Ist in der Geraden noch irgend ein fünfter Punct £ gegeben, und 

in Fig 1. von jenem Puncte P nach E der Strahl e gezogen, so bilden sich 

die Doppelverhältnisse: 
Cnlb^ JMnal f. d. M. Bd. XXXL Heft 1. 6 
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BD ED 


CD ED 
CA' Ea" " ' 


AD ED 
AB' EB" P' 


CD ED f, 
CB-TS" f^' 


AD ED 
AC' Ec" ''» 


BD ED 

BC ' EC ^ ' 



WO a, a', ß, .... die Werihe derselben sind. Nimmt man in der Gleichung 

a,a' + ß.ß' + y.y=zS 
für a, a', ß, ß", y und y* die den obigen Doppelverhältnissen entsprechenden 
im Strahlenbüschel und beachtet, dass 

sln(ac) =: sin(&^/) = 1, 
sin(a&) = sin(c6?), sin(a<i) = sin(cÄ), 
ist, so folgt: 

sin(eq)* sin(«i)* sm(gcy _^ , 
sin («</)» "*" sin(cc/)» "*" sin(erf)* 

Hieraus wird aber, weil 

sin(ec) = cos(eö), sin(e6?) = cos(eÄ) 

ist, nach der ersten Gleichung in (^), 

sin(ea)* sin(eft)^ sin(ec)* _ . 
sin(«rf)« siii(crf)«"*'sin(ec/)* ' 

und aus dieser Gleichung folgt unmittelbar 

welches eine Gleichung zwischen fünf Puncten einer Geraden ist Wird JE? in 
unendlicher Entfernung angenommen, so folgt daraus : 

3. DB.DC.BC-DA.DC.AC + DA.DB.AB = AB.AC.BC, 
und wenn D der unendlich entfernte Punct ist: 

4. BC.EA'-AC.EE'+AB.E(? = AB.AC.BC. 

Mit Hülfe des Pythagoräischen Lehrsatzes überzeugt man sich leicht^ 
dass die Gleichungen 2. und 4. auch gültig sind, wenn der Punct E ausser« 
halb der gegebenen Geraden liegt In Be&ug auf diese Gleichungen sehe 
man übrigens die Geschichte der Geometrie von Chasles, aus dem Fransosischen 
übersetzt von Sohncke S. 173. 

Aus der Gleichung 4 lässt sich sogleich ein bekannter Sats ableiten. 
Es seien nämlich in Fig. 2. in einer Geraden die Punote A und C %u B 
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und D zugeordnete harmonische Puncte und über BD, ab Durchmesser, ein 
Kreis aus dem Mittelpuncte M beschrieben, so ist für jeden Punct E des 
Kreises i 

EM^.AC-EO.AM'¥'EA'.MC=AC.AM.MC, 

und es wird hieraus, da in Folge der harmonischen Beziehungen nach S. 27. 

EM^^MC.MA 

ist, offenbar 

EJ^ MA 

E(? ^ MC* 

£s ist aber ferner nach der Gleichung 4. 

BA^.MC—BO.AM + BM\AC=:MC.AM.AQ 

und da ebenfalls 

BM^ = MC.MA, 
ist, so folgt 

B^ ^ WA 
B(P MC 

Für jeden Punct E des Kreises M ist also nothwendig 

EA _ BA 
EC BC 

Der Ort derSpätcE eines Dreiecks AEC, welches eine gegebene Grund- 
linie AG und ein constantes Verhältniss der Seiten EA und EG hat, ist 
also ein Kreis. 

Dieser Kreis wird gefunden, wenn man die Seite AC in B nach dem 
gegebenen Verhältnisse theilt, zu B in Bezug auf A und C den vierten zu- 
geordneten harmonischen Punct D sucht und über BD, als Durchmesser, einen 
Kreis Beschreibt, welcher der verlangte ist. 

Wir wollen jetzt aus der Gleichung 4. noch einen andern bekannten 

Satz ableiten. Es seien nemlich in Fig. 3. von zwei Puncten A und B an 

einen Kreis Tangenten gelegt, die ihn in den Puncten E und D, C und F 

berühren, und zwar seien diese Tangenten so gewählt, dass die Gerade CF 

durch A und die ED durch B geht, was, wie bekannt, stets möglich ist. 

Alsdann ist: 

AB'.ED— AD'.EB + AE^.DB = DB.EB.ED 

und nach einem bekannten Satze 

BC^ = DB.EB, 
folglich Äff. ED - AV.EB + AE\DB = BC\FJ), 

6* 
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und da j4D — ^JE\sI, 

AB". ED -. AIP^EB - DB) = BC\ED. 
Es ist aber EB-^-DB — ED. also erhält man 

Aff^AJOf-hBO. 

Ist demnach ein Viereck ECDF eir^m Kreise eingeschrieben, so ist das 
Quadrat der Geraden AB^ welche die Durchschnäte der gegenüberliegenden 
Seiten verbindet , gleich der Summe der Quadrate der Tangenten^ die ^on 
diesen beiden Durchschnittspuncten an den Kreis gezogen iverden. 

2. In einem Kreise Fig. 4., dessen Mittelpunct M und Radius r ist, sind 
die vier Puncte A, B, C und D gegeben und von M nach diesen Puncten 
die Radien a^ ß, y und (f , desgleichen von irgend einem Puncte P der Pe- 
ripherie des Kreises nach ihnen die Strahlen a, b^ c und d gezogen. Nach 
bekannten Sätzen ist 

AB = 2r sin \(aß), ^D = 2r sin |(atf), - 

und aus der bekannten Yergleichung der Peripherie- und Centri- Winkel 

folgt 

AB ^ CB^ s in (oft) ^ 8m(ci) 
ad' CD'^ dn(Ä/) ' 8iii(crf)' 
AC ^ BC ^ sin (gc) sin (ig) 
AD'BD'^ 8in(Ä/) • 8in(W)' 
ABDB^ sin (oft) 8in(rfft) 
AC' DC^ sin (ac) ' sin(rfü) ' 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich mit Hülfe der Relationen (9C) die 
Gleichung in 1. wieder, die den Ptolomäischen Lehrsatz enthält; nämlich: 

In jedem Viereck im Kreise ist das Product der beiden Diagonalen 
gleich der Summe der Producte der gegenüberliegenden Seiten. 

Es ist noch die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen, d. h. wenn 
vier, nicht in einer Geraden liegende Puncte die Gleichung 1. befriedigen^ so 
liegen sie nothwendig in einem Kreise. 

Mit der Gleichung 1. müssen auch die beiden folgenden bestehen: 

AB CB AC BC f. 

AD' CD^ ^' AD' BD^ ^' 

wo a — i? = 1 werden muss. Durch die drei Puncte A, B und D lasst 
sich stets ein Kreis M aus dem Mittelpuncte M legen, und in Bezug auf 
die erste Gleichung für den Werth a ist der Ort des Punctes C ein Kreis» 
dessen Mittelpunct K in Fig. 5. in der Geraden BD liegt, und der die BD 
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in zwei Puncten E, und F, schneidet, welche zu B und D zugeordnete harmo- 
nische Puncte sind. Es ist nun bekanntlich nach 27. 

Die beiden Kneise K und M schneiden »ich offenbar in zwei Puncten 
C und C rechtwinkUg, d. h. es steht z. B. die KC auf der MC rechtwinklig, 
und KC berührt den Kreis M in C Aus der Lage der beiden Puncte C und 
O gegen die Puncte A^ B und D sieht man, dass der Punct C die Gleichung 1. 
befriedigt, und foIgUch auch der zweiten Gleichung für den Werth ß ent- 
spricht Für diese zweite Gleichung ist der Ort des Punctes C ein Kreis, dessen 
Mittelpunct L in AB liegt und der durch den Punct C des Kreises M geht und 
diesen Kreis M in C rechtwinklig schneidet. Die beiden Kreise K und L 
berühren sich also im Puncte C des Kreises M, und es ist nur dieser eine 
Punct C möglich, welcher der Gleichung 1. entspricht. 

Ist daher in einem P^iereck das Product der beiden Diagonalen gleich 
der Summe der Producte der gegermbcrliegenden Seiten ^ so liegen die vier 
Eckpuncte des Vierecks nothwendig in einem Kreise. 

Da die Gleichung 2. ihr entsprechende im Strahlenbiischel hat, so 

besteht sie nothwendig auch zwischen fünf Puncten eines Kreises. Es ist aber 

bekanntlich z. B. 

BD-DCsi ngPC BBC 
BAAC-mBAC^ ABC' 

und da Wink. BDC=yV. BAC, so folgt für die Vergleichung der Dreiecke 

6. BDC.EA^ + DAB.EC = DAG. EB^ + ABC.ED\ 



Die Theorie der luTolntion« 



1. Sind zwei projectivische Geradeh Mund M* gegeben, A^B^C..... 

die Puncte von M\ A\ B\ C\ die Puncte von Af' ; sind A und A\ B 

und B\ C und C% entsprechende Puncte, und werden die Geraden so 

zur Dediung gebracht, dass wenn die Puncte A und E^ zusammenfallen, auch 
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A' und E in einem Puncte liegen, und eine solche. Lage für jede zwei andere 
entsprechende Punctenpaare Stattfindet, so sagt man, die Gerade iK in welcher sich 
die Geraden M und M' decken, enthalte ein Puncten- System in Involution und 

nennt jede zwei entsprechende Puncte A und A\ B und B\ C und C, von 

M und M, zugeordnete Puncte der Involution. Es werden sich auch die 
Durchschnitte der Parallel - Strahlen von M und M^ in einem Puncte O decken, 
welcher Gentralpunct der Involution heisst, und nach S. 39. ist jetzt 

1. OA.OA'=^OB.OB' = fx\ 

Bas Product der Ent/ernungen zugeordneter Puncte der Jm^olution 
einer Geraden oon ihrem Centralpuncte ist also constant. 

Es giebt nach S. 65. stets zwei Puncte E und Fy in denen sich ent« 
sprechende Puncte von M und M' decken, wenn diese auf einander fallenden 
Geraden ungleich liegen, und für diese Puncte E und E wird 

2. OE" = OF* = OA. OA' = fi\ 

Die Puncte E und F heissen doppelte Puncte der Involution und 
es folgt: 

Boss die doppelten Puncte zugeordnete harmonische Puncte zu jeden 
zwei zugeordneten Puncten der Involution sind und dass der Centralpunct 
die Entfernung der doppelten Puncte halbirt. 

Man sehe hier S. 27. Die doppelten Puncte sind nicht vorhanden, 
wenn die Geraden M und M^ gleich liegen. 

In einem Strahlenbüschel der Involution liegen zwei projectivische 
Strahlenbüschel concentrisch , und jede zwei zugeordnete Strahlen des erstem 
enthalten zwei entsprechende Strahlenpaare der letztern. Sind a und a\ b und 

b\ c und c' zugeordnete Strahlen der Involution, also auch entsprechende 

Strahlen der concentrischen projectivischen Strahlenbüschel, und sind ^ und y, 
/ und V die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel der letztern, so 
werden sich die ungleichnamigen Schenkel s und t\ s' und t decken, und es 
ist nach S« 40. 

tang {as) . tang {a's) = tang (^bs) . tang {b^s)^ 
tang i^as') . tang (aV) = tang {bs) . tang (ÄV). 

Wird hier für b und b* einer der doppelten Strahlen e oder/* genommen, 
so folgte dass nach S. 27. die Strahlen e und f zu jeden zwei zugeord- 
neten Strahlen a und a' der Involution zugeordnete harmonische Strahlen sind, 
und dass die Strahlen 5 und s' die Winkel {aa*), (bb')^ (cc'), halbiren. 
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Die doppelten Strahlen sind nicht vorhanden, wenn die concentrischen projec- 
tivischen Strahlenbuschel gleich liegen. 

Zwei concentrisch-projectivisch gleiche Strahlenbüsche] bilden stets einen 
SlraUenbüschel in Involution; zwei sich deckende ahnh'che oder gleich und 
gleich h'egende Geraden bilden nie ein Puncten- System in Involution» aber wohl 
gleiche und ungleich liegende Geraden. Im letztern Falle liegt der eine doppelte 
Punct in unendlicher Entfernung. 

2. Sind A und -^', B und B'y C und C zugeordnete Puncte der 
Involution einer Geraden N, also auch entsprechende Puncte aweier projec- 
tivischeit Geraden M und M\ so hat man die Gleichungen: 



3. 



Die Richtigkeit derselben ist ersichtHch, wenn man in ihnen D für O 
und ly für C setzt, d. h. links des Gleichheibzeichens D für C^ und rechts 
desselben D^ für Cy also in den projectivischen Geraden M und M' sich D 
und C\ D^ und C decken lässt, wodurch man die Gleichungen S. 33. er- 
halt. Man kann nun auch entweder D und A\ ly und A^ oder Z) 
und Bfy D' und jB sich deckend vorstellen, und erhält auf diese Weise neun 
Gleichungen von der Form in 3. »wischen den sechs gegebenen Puncten. Aus 
diesen Gleichungen zeigt sich aber unmittelbar dass 

Durch za^ei Paare zugeordneter Puncte der Involution ein Irwolu- 
tions^System einer Geraden bestimmt opird. 

Die erste und dritte der Gleichungen in 3. enthalten auf beiden Seiten 
des Gleichheitszeichens den Abschnitt CC\ und aus allen neun Gleichungen 
von jener Form ergiebt sich daher 

AB.A'C.CB' = A'B\AC.CBy 
\ AB. A'C. CB = A'B'.AC. CB^ 
]AB\A'C.CB=2A'B.AC\CB\ 

AB. A'C. CB = A'B.AC. CB\ 

Von diesen Gleichungen die erste und zweite, die dritte und vierte u. s. w. 
durch einander dividirt und die einzelnen Glieder anders geordnet giebt: 
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CA* CA' CA* CA! 



5. 



CB'CB' CB'Cff' 
] BAB Ä' VA VÄ 
\BC'BC' "" B'C'WC^ ' 
AB AB" AB^AIV 
ACAC " A'C ':¥(?' 



Mit Hülfe derRe]ätionen($()]n L ergeben sich ferner aus den Gleichungen 2. 

AC • BC A'C ' CC " ' 
AB CS ^C B'C , 
AC • CC A^C ' WC''^ ' 

und mehrere andere Gleichungen von dieser Form, in welchen die Vorzeichen durch 
die Relationen in (9() und die Lage der Puncte in den Geraden bestimmt 
werden können. 

Die Relationen dieses § haben ihre entsprechenden in einem Strahlen- 
büschel in Involution; sie lassen sich also auch unmittelbar auf einen Kreis 
übertragen, d. h. sind sechs Puncte A und A\ B und B*^ C und O eines Kreises 
gegeben, die mit jedem siebenten Puncte P desselben sechs Strahlen der Invo- 
lution bestimmen, so erhält man in Bezug auf die durch diese sechs Puncte 
gegebenen Sehnen des Kreises die Gleichungen 3. bis 6. 

3. Es seien wieder A und A\ B und B'^ C und O zugeordnete Puncte 
der Involution einer Geraden, O der Centralpunct, und a, ß und y der Reihe 
nach die Halbirungspuncte der Entfernungen AA\ BB'^ CO; M sei irgend 
ein beliebiger Punct der Geraden, so kann man 

OA.OA'^{OM'^MA).{OM-MA), 
OB.OB' = (()M-MB).(OM-MB') 

setzen. An die Zeichen — ist hier nicht festzuhalten ; sie sind von der gegen* 
seitigen Lage der Puncte abhängig. Aus diesen beiden Gleichungen folgt nach 
der Gleichung 1. 

MA.MA' — MB.MB'=()MlMB'^MA + MB''^MA']{AB + A'B'y 

oder 

MA.MA'-MB. MB' = OM 

und hieraus folgt 

7. MA.MA' — MB.MB' = 2.aß.0M. 

Diese Gleichung ist für jede Lage von M in der Geraden gültig, wenn 
nur die Vorzeichen gehörig beachtet werden, und aus ihr folgt, wenn man föi 
den Punct M entweder den Punct B oder B* nimmt: 
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g \BA.BA'=:2.aß.0B, 
\B'A,B'Az^2.aß.0B\ 

Die beiden Gleichungen 8. geben aber darch DiTision 

o SA'BJ' OB 

Aus den Gleichungen von der Form 8. erhält man femer 

lBA.BA'.yß=:BC.BC.aß, 
10. }jiB.JB',ya =zAC.JC'.ßa, 
( CA.CA'.ßy = CB.CBf.wy 

und mit ihnen bestehen gleichzeitig die folgenden Gleichungen: 

BfA,BfJf.yß^BfC.BfC\<j,ß, 

11. A'B.A'Bf.ya = A'C.A'C'.ßa, 

CA.CA'.ßy = C'B.C'B'.ay. 

Die Gleichungen 10. und 11. sind nur Verallgemeinerungen der 
Gleichungen in 1. und aus ihnen gehen unmittelbar die in 6. wieder hervor. 

Es sei M' der zugeordnete Punct der Involution von M, and ^ der 
Halbirungspunct der Entfernung MM', so hat man nach I. die Gleichung 

<f.ß.y/uk + a/uk.ßy = a/y.ßfi 
oder 

und hieraus folgt nach den Gleichungen in 10. 

12. MC.MC.aß^MB.MR.ay+Mji.Mji'.ßy^Oi 
welches eine Gleichung ist, die die Involution von sechs Puncten mit Hfilfe 
eines beliebigen siebenten Punctes ausdrückt. Wird in ihr 

u. s. w. gesetzt, so erhält man 

M^.aß^Mß^.ay't'Ma\yß=zyC\aß--ßB^.ay + aJ^.ßy. 

Hier ist der Ausdruck rechts des Gleichheitszeichens von der Lage des 
Punctes M unabhängig; nehmen wir daher links des Gleichheitszeichens flSr 
M den Punct ß, so dass Mßss^O, so folgt 

ß^. aß + ßa\ yß = ßa. yß. (ßy Hh ßa) = ßa. yß. ay 

und es wird daher 
Crflüe*! Joimil f. d. IL Bd. XXXL Heft L 7 
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13- aJ^.ßy — ßff.oiy + yC?.aß = aß.ßy.ay. 

Man sieht, dass nun auch im Allgemeinen fiir jede Lage des Punctes 
M in den Geraden 

Ma?.ßy — Mß^.ay+ M'/.aß^iaß.ßy.ay 

werden muss, und hat also auf diese Weise die Gleichung 4, in I. wieder- 
erhalten. 

4. Die Gleichung 13 ist einer Erweiterung (ahig. Sind nämh'ch 
j4 und A\ B und D*, C und O zugeordnete Puncte der Involution, ist JV ein 
heliebiger Punct der Geraden, und sind in dieser die Puncte a, ß und y so ge- 
nommen, dass der Reihe nach 

JV und a zu j4 und ^\ 
JV und ß zu B und JB^ 
JV und y zu C und C, 

zugeordnete harmonische Puncte sind, so lassen sich folgende Doppel -Ver- 
hältnisse bilden: 

rN AN ßN AN _, 

ya' Aa f^' /Ja * 2^ " '^' 

rN BN aN SN g 

rß' Bß^ ^' aß"' Wß"^ ^' 
ßN CN , aN CN y 

Nehmen wir die Gleichung 

fib./u/ — v.%/ -f- i, A' = w, 

und für N den unendlich entfernten Punct der Geraden^ also für o» ß und y die 
Halbirungspuncte der Entfernungen Aj4, BfB, CC\ so erhalten wir die Glei- 
chung 13, und es wird namentlich tt = I ein Werth von tc, der auch im obigen 
Falle ungeändert bleibt, weil jene Gleichungen ihre entsprechenden im Strahlen« 
büschel haben ; folgUch ist : 

Ny.Nß aA.aA Ny.Na ßB.ßB Nß.N4zrC.rO 
ay.aß'NA.NA! " ßa.ßY'NBlW '^ y ß.Y^^NC.NC * *' 

und da vermöge der harmoniiohen Verhaltnuse z. B. 
is^ so wird 



Na oA 1 aA aA 
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lA ^r^ß «^ NyNa ßB^ Nß-Na y(? 

"• ay^aß NjP "" ßy ßa NJP'*' y/?.ya '1^ "* *' 

Diese Gleichung hat ihre entsprechende im Strahlenbüschel; sie lässt sich also 
auch unmittelbar auf den Kreis übertragen. 

6. Sind wieder A und A\ B und B', C und O, D und D' zuge- 
ordnete Puncte der Involution imd a, ßj y und 6 die Halbirungspuncte der Ent^ 
femungen AA\ BB', CC und DD'^ so lasst sich aus der Gleichung 

aß.y6 + aS.ßy = ay.ßS, 

indem man sie durch ay.ßö dividirt und die Relationen in 10. beachtei; 
die Gleichung 

ift AB'AV DC'DC CBCV DADA! , 
*^- ACACDBVB''^ CACA DB'DW ^ 

bilden. Aus ihr folgte wenn fiir JD der Centralpunct der Involution genommen 
wird, nach der Gleichung 1. 

lÄ Aß'AB" CBCB" - 
^^- ACAC^ CA.CA' ^ *• 

Es lassen sich offenbar noch mehrere Gleichungen von dieser Form 
schreiben, je nachdem die zum Grund gelegte Gleichung für die Puncte a, ß^ 
y und 6 in Bezug auf die Relationen in 10. dargestellt wird. 

Wenn man die Gleichung 12 in der Form 

«^ MßMB" MAMA' ßy 
ay ■" MG'MC "*" MC MC ay " 

aufstellt und fiir die beiden Puncte A und Af einen der doppelten Puncte 
z. B. £ nimmt, so erhält maji 

Eß^ _ MB^MV ME-MB ßy ^ 
£y MC-MC "*" MCM^'JBy "* ' 

und da nach den Gleichungen in 10. 

Eß EB-Eir 
Ey " EC-EC 
ist, so wird 

EBBE MB MV ME^ ßy 

EC^EC ^ MC-MC "" MC-MC Ey " ^' 

Es ist also, je nach der Beschaffenheit der Vorzeichen, immer ^q uq grosser oder 

,, . , .1.1 MB-MB' 

klemer, aber nie gleich n^aju/f * 
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Das Verhältniss mC^MC ^^ ^^ ^^^ Maximum oder ein Minimuro» 
wenn für M immer der doppelte Panct E oder F genommen wird. 

6. Wir stellen uns jetzt einen Strahlenbüschel der Involution gegeben 
vor, und die Strahlen desselben durch zwei beliebige Gerade N und N* ge- 
schnitten. Es seien a und af^ b und b\ c und cf^... die zugeordneten Strahlen der 
Involution^ A und A\ B und Bf, C und C\... die zugeordneten Puncte der 
Involution in ßf, und A, und A/, B, und B/, C, und C/... diese in N^ Lie- 
gen die Puncte ^und A,, im Strahle a, A' und A/, im Strahle a\ B und B^ 
im Strahle b u. s. w. , bezeichnet man die Halbirungspuncte der Entfernungen 
AA', BEff CC\... durch c^ ß^ y%*^*9 und die der Entfernungen A^A/^ B^B/^ 
C^C/,,... durch a\ ß^, y»**»» und nennt jede zwei Punctenpaare AvndA* 
und A, und A,\ B und fi' und B, und B/m«. entsprechende zugeordnete Puncten- 
paare der Involution beider Geraden, so ist offenbar: 

AB D£ AB D^ 
JC^' DC," AJO/ D^C/ 
AB' DV ABl BB; 

Ulf' Dc^ A^cf • d;c!* 

Diese beiden Gleichungen multiplicirt, giebt: 

AB^AB" DBDV Aß^^A.BJ Dß^Dß ; 
AC.AC ' DC'D(f " AJCTAJGI • DAD.ßJ 

und aus ihnen ergiebt sich mit Hülfe der Gleichungen in 10. 

aflSß^i/ir^S'ir 

d. h. es sind a und a^ ß und ß*, y und </, <f und d' entsprechende Puncte 
zweier projectivlschen Geraden. 

fVird also ein Strahlenbüschel in Involution von zopei beliebigen Gera- 
den geschnüten, ßo sind die Mittelpuncte entsprechender xageordneter Punc- 
tenpaare der Irwohaion in beiden Geraden erUsprechende Puncte zwüer 
projecticischen Geraden. 

In Bezug puf diese Nummer sehe man die schon erwähnte ^^Greschichte 
der Geometrie von Chasles"^, und zwar Note X. 
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mu 

Die entü BedehDiigei der Theorie der TransTersalen. 



1. Nimmt man in Fig. 6. ein Dreieck und irgend einen Ponct P 
als gegeben an, zieht von P nach den Ecken des Dreiecks Strahlen, die die Sei- 
ten in den Puncten B, D^ und A^^ schneiden, so lassen sich jede zwei Set- 
ten als projectivisch und perspectiyisch liegende Gerade ansehen, die den ge- 
meinschaftlichen Projectionspunct P haben; und jeder beliebige Strahl durch 
P schneidet dann die Seiten in entsprechenden Puncten C, O und C^. Bei 
der Lage der Puncte A^ B, C, D in der Figur kann man nach I. oflenbar 

setzen, und da 

«in«)*. 5»r 5 « 1 

^ cos ^p* trag if* 
ist, die drei Seiten des Dreiecks aber projedivische Geraden sind, so folgt: 
(AB DB\(A'e VCf\ /A"B" a'»'\ - 

^'m)\Ärff '' wff) '' y3ry '- c^v " * 

Aus dieser Gleichung ergiebt sieb, wenn wir den Strahl C O der Gera- 
den Bfiy parallel legen, wo alsdann der Punct C sich in unendlicher Ent- 
fernung befindet und bekanntlich 



wird, die nachstehende: 



JC A'C 
5c" WCf 



AB vjy A"jy' 

JiB"2r^'lFW 



und es ist nothwendig, wie leicht zu sehen, aueh für jede Lage des Strahles 
CC durch P; 

AC «C CLT* 

AC . • 
Nimmt man z. B. jedes solches Verhältniss j^ positiv, wenn C ausserhalb 

der Entfernung AD in der Geraden AD liegt, hingegen negativ, wenn die 
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Poxicte A and D auf verschiedenen Seiten des Punctes C liegen, so erhalt man 

nach den obigen Gleichungen in Fig 7« wo die Seiten des Dreiecks ^BCvon 

einer Geraden in den Puncten Dy JE und G geschnitten werden und wo von 

den Punolen B und C nach E und D die in P sich schneidenden Geraden 

JBE und CD und durch P die AF gezogen sind, als Gleichung für den 

Punct P: 

, AD.BF.CE . 

^' AE.CF.BD'^'' 

und als Gleichung für die in einer Geraden liegenden Puncte H, E und 6: 

o AD.BG.CE • 
AE.CG.BD^ 

2. In Fig. 8^ sind 4 Gerade AC, ABf^BA' und C^i' gegeben, welche 
ein vollständiges Yierseit bilden, und von irgend einem Puncte JP sind nach 
den 6 Ecken des Yierseits Strahlen gezogen. Der Satz, dass sich in jedem 
Dreiecke die Seiten wie die Sinusse der gegenüberliegenden Winkel ver- 
halten, giebt die folgenden Gleichungen: 

AB _ sin (a6) PC tänPBC 

PA AnPBA' BC "" sin (Je) ' 

VC sin Cc^y) PA _ AtlPCA 

Pff^ WpUW' AC sin (ßf/y 

CA sin (g^c) PBf ^PA'B' 

PÜ *" sin PA'Ä'^ Wa ^ stii (</by 

Wenn man diese Gleichungen mit einander multiplicirt, und beachtet, dass 

nach der Gleichuns 2. 

AB.Wa.CA' 
BC.AC.BTA^''^ 

ist, und dass die Sinusse der Winkel, die sich zu zwei rechten Winkeln 
ergänzen, gleich sind, so folgt: 

sin {ab). sin (c'Ä^.sin (a^c) =sin (ö'^^-sin (^c^).sin (bc). 
Diese Gleichung ist aber in IL die erste der Gleichungen 4., wenn diese auf 
einen Strahlenbfischel in Involution übertragen wird, also sind, 

TVenn man von irgend einem Puncte P nach den sechs Ecken eines 
vollständigen Vierseits Strahlen zieht, diese Strahlen in IncokUion. 

Es lässt sich von diesem Satze, auf die Bemerkung gegründet, dass es 
in Bezug auf zwei zugeordnete Strahlenpaare der Involution zu jedem fünften 
Strahle nur einen bestimmten sechsten zugeordneten Strahl giebt, Jsogleich eine 
Anwendung machen. 
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rX* \r. Man nehme m Fig. 9, irgend ein einem Kegelschnitte eingeschriebe- 
nes Dreieck ABC an, schneide seine Seiten durch irgend eine Gerade in 
den Puncten A\ Bf und C% und ziehe von einem beliebigen Puncte JP des 
Kegelschnitts nach den 6 Puncten A^ B, C, A\ Bfy C Strahlen : so sind diese in 
Involution. Diese 6 Strahlen schneiden den Kegelschnitt» ausser in den drei 
Puncten Af B, C, noch in drei neuen Puncten af^ b^ und (/, und 2ieht man 
nach diesen 6 Puncten von irgend einem zweiten Puncte P^ des Kegelschnitts 
Strahlen, so werden dieselben ebenfalls in Involution sein, und es folgt aus det 
Zuordnung dieser Strahlen, dass die Diurhschnitte D^ E und G von AB und 
P'd', ACrxtid P^b\ BC nnd P*af in einer Geraden liegen. 

Ist also einem Kegelschnitte ein Dreieck K^Q eingeschrieben, und a^er- 
den seine Seiten AB, AC, BG der Bueihe nach fon einer Geraden in den 
Puncten C, B', Af geschnitten; zieht man dann Qon einem Puncte P des 
Kegelschnäts nach letztem drei Puncten Strahlen^ die ihm in den Puncten 
d, h\ af, begegnen, und pon einem zcpeiten Puncte desselben nach diesen 
Puncten c^ b' und a' Strahlen: so liegen die Durchschnitte D, E und G wn 
AB und Jfc\ AC und P'b', BC und V a' in einer Geraden. 

Ist der Kegelschnitt inbesondere ein Kreis, und nimmt man die Puncte 
Af, B*, Cf in der unendlich entfernten Geraden an, die Puncte P und P* aber 
als Endpuncte eines Durchmessers des Kreises, so zeigt sich, dass, 

fVenn man oon einem Puncte P' eines Kreises auf die Seiten eines 
ihm eingeschriebenen Dreiecks Senkrechte zieht, deren Fusspuncte in einer 
Geraden liegen. 

3. Es seien in Fig. 10. von einem Puncte P naeh den Ecken eines 
Dreiecks AB C Gerade gezogen , die die Seiten des Dreiecks in den Puncten 
D, F und F schneiden, und es seien G, H und ^'dcr Reihe nach die Durch- 
schm'tte der Geradenpaare DE und BC, EF und AB^ DF und AC, so ha- 
ben wir, in Folge der harmonischen Beziehungen, nach S« 75: 

BF BO 
CF'ÜG ■"""*' 
AD AH , 

JBD • BH *■ "" ^ 
CB CK , 

AB 'aK """ *• 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Multiplication 
BFAD.CB AK.BH.CG 



CF.BD.AE'AH.BQ.CK 



-1. 
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Der erste Ausdruck links ist hier die Gleichung des Punctes P, und wird da- 
her = — 1, also ist nothwendig 

ÄK.BH.CO - 
AH.BO.CK - ' 

d. h. die Puncte 6, H und K liegen in einer Geraden, 

Aus den letztern Gleichungen lässt sich aber auch die Gleichung 

BF.SO AD.dH CB.CK • 

CF.COBJ>.BH* AEAK *" 

aufstellen^ und sind a^ ß und y die Halbirungspuncte von BC^ AB und AQ 
a\ ß' und y aber die Halbirungspuncte der Entfernungen FG^ DH, EK^ 
so lassen sich, in Folge der harmonischen Begehungen, in jeder Seite des Drei* 
tfktABC die beiden Eckpuncte als doppelte Puncte der Involution ansehen, 
und es sind der Reihe nach in diesen Seiten F und G, D und H, E und K 
zugeordnete Puncte der Involution^ Nach den Gleichungen 8. in II. wird jetzt 

BF^O ^ Ba^.aS 
CF,CO - Ca'aC 
AD.AH Aß.ßA 
BD.BH'^ Bß.ßB' 

CE.cK cy.rc 

AE.AK ^ W^rA' 

und aus diesen Gleichungen wird nach der yorhergehenden 

Bci.Aß.Cy Ba.Aß.C y - 

Cci.Bß.Ay'* Ga.Bß.Ay " - *• 

Da sich aber, wie bekannt und auch hier sehr leicht ersichtlich ist, die 
Geraden jBy, Cß und Ao, in einem Puncte schneiden, so folgt: 

Bci.Aß.Cff 
Ci/,Bß.Ay " ^' 

d. h. die Puncte a\ ß* und y* liegen in einer Geraden. Es sind aber die 
Geraden EK^ FG, DH die drei Diagonalen eines vollständigen Yierseits, 
welches von den Geraden DF^ DE, FF, und GK gebildet wird, also ist 
bewiesen, dass 

In jedem vollständigen Vierseü die Halbirungspuncte der drei Dia- 
gonalen in einer Geraden liegen. 

4. Dieser letzte Satz ist einer Erweiterung fähig, welche in gegenwärti- 
gem Journal im 19. Bande S. 227 bewiesen ist. Wir wollen diesen Satz 
auch hier entwickeln. 
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Es seien in Fig. 11« die 4 Geraden DE, DF, FE und 6 £if gegeben, 
die dn ToUstSndiges Vierseit bilden, DJK^ GE und FH seien die drei Diagonalen 
desselben, und A^ B, C die gegenseitigen Durchschnitte dieser Diagonalen; 
ferner O, & und (y* die drei Halbirungspuncte der Diagonalen, die also in 
einer Geraden liegen. Werden nun die Diagonalen durch irgend eine Gerade 
in den Puncten <%, ß und y geschnitten, und werden in den Diagonalen zu a 
in Bezug auf D und K^ zu ß in Bezug auf G und E^ und zu y in Bezug auf 
f*. und H die vierten zugeordneten harmonischen Puncte a\ ß' und 7/ ge- 
sucht, so sollen letztere Puncte in einer Geraden liegen. In der Geraden 
DK sind bekanntlich nach S. 75, die Puncte A und C zu D und K zu- 
geordnete harmonische Puncte, und da auch a und a' zu D und K in 
dieser Beziehung stehen, so können wir a und a\ A und C als zugeordnete 
Puncte der Involution ansehen, zu denen D und K doppelte Puncte sind. 
Nach den Gleichungen 9. in II. haben wir, weil C der Centralpunct der 

Involution ist, 

Ca.C(/ _ PC 
Aa.At/ ■" OA^ 

Dieselben Beziehungen finden auch in den beiden andern Diagonalen 

Statt, und es ist namentlich 

Bß.Bß^ ^ (TB 
Cß.C§f ^WC" 
Ar.A/ (f'A 

Werden diese drei Gleichungen multiplicirti und beachtet man, dass 
eowohl die Puncte O, O^ und (y\ als auch o, ß und y in einer Geraden liegen, 
80 folgt nothwendig 

Aa'.Oß.By " *' 
d. h. die Puncte €l/ ßf und Y liegen in einer Geraden. 

Dreht sich die Gerade der Puncte a, ß y um einen Punct jP, so wer- 
den in der Geraden BQ in Folge der Involution der Puncte, die Puncte ß und 
ß^ stets entsprechende Puncte zweier sich deckenden projectivischen Geraden 
sein. Dasselbe gilt für die Puncte a und a, und y und 7/, und da die Puncte 
a, ß und y in einem Strahle des Strahlenbüschels P liegen, so haben wir ei- 
nen Strahlenbüsche] jP, der mit den drei Geraden AB^ AC und BC pro- 
jedivisch ist, und jedem Strahle Pa von P entsprechen drei Puncte a\ ß* 
und. 7/, die in einer Geraden liegen; folglieh sind diese Puncte entsprechende' 
CMM Jooal t 4 M. B4. XXXL Uefl 1. 8 
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Puncte jener drei pro)ecfiyischeli Geraden. Wenn also die Gerade aß sich 
uro einen Punct JP dreht , so wird die Gerade a'ß^ im Allgemeinen einen 
Kegelschnitt umhüllen^ der auch die drei Diagonalen des vollständigen Vier- 
seits berührt (S. 139). 

FFerden demnach die drei Diagonalen eines ffoUständigen Vierseits 
durch eine Gerade aß geschnüUn^ und bestimrnt man in jeder Diagonale zu 
diesem Durchschrutte in Bezug auf ihre Endpuncle den vierten zugeordneten 
harmonischen Puncto so liegen diese drei Punkte in einer zweiten Geraden 
a'ß'; und dreht sich die Gerade aß um eirun Punct P, so mrd a^ß^ im 
Allgemeinen einen Kegelschnitt umhüllen ^ der auch die drei DiagoruHen 
des Vierseits zu Tangenten hat. 

5. Werden in Fig. 12. die Seiten eines Dreiecks ABC von einer be- 
liebigen Geraden in den Puncten 0, O' und (y* geschnitten, so können wir in 
jeder Seite diesen Durchschnitt mit der Geraden zum Centralpunct und ihre 
Endpuncte zu zugeordneten Puncten nehmen wodurch die Involution bestimmt 
ist und zu jedem fünften Puncte ein zugeordneter sechster Punct gefunden 
werden kann. Sind also auf diese Weise in den Seiten : 

AB der Centralpunct O, und A und jB» P und jP» 
A C der Centralpunct O, und A und C, Q und Q^ 
BC der Centralpunct O", und B und Q R und Ä', 

zugeordnete Puncte der Involution, so haben wir nach der Gleichung 9. in II. 

AP. AP" OA CQ^Cil &C BR.BK ^ OTB 
BP. BF ■" OB' ÄQ.AQT * (/A' CR.C^ ^ (/'€' 

und weil die Puncte O, O^ und O^^ in einer Geraden liegen, also nothwendig 

OA.(yc.(/ 'B , 
OB.aA.a'C " ' 

ist, so folgt auch 

^ AP.AF.BR.BR.CQ.CQ T 

^- BP.BF.AQ.A(^.CR.Cff "* ' 

und umgekehrt kann aus dieser Gleichung gefolgert werden, dass die Puncte 
Oy Of und O* in einer Geraden liegen. 

Die Puncte Qf\ R' und P' sind der Reihe nach die Durchschnitte 
der Geradenpaare P'R und AC, PQ und BC, QR und AB, und wir 
haben für die drei Geraden PQ, P'R, Q'R' die drei Gleichungen 
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JP.CQ.3R " ^ 
BP.AQ.CBT 
AF'.BR.CQ T' 
BF.CR.AQ^' " *' 
Cqr.BK.AP'' . 

Werden diese drei Gleichungen multiplicirt, und wird dabei die Glei- 
chung 3. beachtet, so folgt: 

BR".CQ".AF' 

cWZä^^TbW *^ 

d. h. die Puncte P^\ Q"' und Ä'' h'egen in einer Geraden. 

Wir haben also zwei Dreiecke ABC und DEF^ oder ein Sechseck 
PP^ RR' QQ\ in welchem sieb die gegenüberliegenden Seitenpaare in Puncten 
einer Geraden schneiden , und für welche offenbar umgekehrt, wenn diese 
Bedingungen erfüllt sind^ die Gleichung 3. eiistirt. 

6. Man weiss , dass jede zwei schiefliegende projectivische Strahlen- 
bfischel einen Kegelschnitt erzeugen , der durch ihre Mittelpuncte geht, und 
im Allgemeinen durch fünf Puncte gegeben ist (S. 139). Sind Fig. 13. P 
und P^ die Mittelpuncte dieser Strahleubnschel, a und a\ b und b\ c und c\ 

ihre entsprechenden Strahlcnpaare, deren Durchschnitte A^B, C , .... 

in einem Kegelschnitte liegen (die Strahlen von P^ sind in der Figur nicht 
gezeichnet), so ergiebt sich die Gleichung: 

8in(ai) sin Cci) ^ sin jafV) ^ da C</y ) 
fäskiad) ' smied) sin (aV) sin(?7) ' 

und wenn man unter 0, Ä, c, a\ b\ ... die Längen PA, PBf PC, P^A, .... 
versteht, lässt sich aus dieser Gleichung auch die Gleichung 

a.ft.8in(g6) c. b.BU ijcb) ^ 0^.6'. sin ( a^y) c^A^8^n(p^y) 
a7d . siii^aäj * e.d.siu {cd) c^ .d^.s'm ia'd^) ' tf.d^.sin i€^df} 

bilden, und aus ihr ergiebt sich nach bekannten Sätzen von dem Inhalt 

dem Dreiecke: 

ABP CBP ABP CBF 

ÄDT ' CDP ^ CDP * CDF 
Sind p^ q, r und s der Reihe nach die Senkrechten von P auf AB^ 
CBf CD und AD, und p\ q\ r' und s' der Reihe nach die Senkrechten 
auf jene Geraden von P' aus, so folgt aus der letztem Gleichung* 

p AB q.CB ff .AB j.CB 
s.AB * r,(7»" d.AT)' i^.CD 

8* 
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oder 

p*r ^ j/./ 

Bleiben die vier Puncte ji, B, C und D fest^ und lässt man P sich 
in dem gegebenen Kegelschnitte fortbewegen, so bleibt ofTenbar der Ausdruck 
links des Gleichheitszeichens constant und dem Ausdrucke rechts, den wir a 
nennen wollen^ gleich, und man erhält: 

4. ^ ^ r = a • ^ • 5. 

Ist demnach ein F'iereck ABGD gegeben^ und bewegt sich ein Punct P 
in einem Kegelschnitte ^ der jenem F'ierecke umschrieben ist, so ist das Ver- 
haUniss der Producte der Entfernungen pon P con den gegenüberliegenden 
Seitenpaaren des Vierecks constant. 

Zieht man die Gerade PP' in Fig. 13. und bezeichnet ihre Durch- 
schnitte mit AD, BC, AC^BDf AB und DC durch a, af, ß, ß', y und y, 
so folgt aus der Gleichung 



die nachstehende: 
und hieraus wieder 



Pß Pß' P^ Pa 
P'ßTß'^ rd'Pa' 



^- Pa^Pvl FoTF^'' 
das heisst, nach den Gleichungen 5. in IL sind P und P', a und a% ß 
und ß^ zugeordnete Puncte der Involution in PP. Da die Involution von 
Puncten in einer Geraden durch zwei Paar zugeordnete Puncte bestimmt ist, 
so folgt, dass 

AUe Kegels fhnäte 9 die demselben Vierecke umschrieben sind, von 
jeder beliebigen T^ansverscUe in Puncten der Involution geschnüten werden 
und dass die in einem Kegelschnitte liegenden Durchschnitte zugeordnete 
Puncte der Involution sind. 

Für jeden Kegelschnitt kann ein Seitenpaar des allen eingeschriebenen 
Vierecks genommen werden, und es zeigt sich insbesondere, dass 

Die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks von jeder Trans- 
versale in Puncten der Involution geschnitten werden. 

Wenn die Transversale einen jener Kegelschnitte berührt, so ist der 
Bernhrungspunct ein doppelter Punct der Involution; die doppelten Puncte 
sind aber immer paarweise vorhanden, folglich 
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Sind durch vier Puncte im Allgemeinen zopei Kegelschnäte möglieh^ 
die eine gegebene Gerade berühren. 

17. Werden in Fig. 14. die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks 
▼on einer beliebigen Transversale N in den zugeordneten Puncten a und a% 
ß und ß', y und 7/ der Involution geschnitten ; sind a;, y und z die Halbirungs- 
puncte der Entfernungen aa', ßßf und 7/7/, und jP, Q und jR die Durchschnitte 
der Seitenpaare des Vierecks: so schneiden sich die Geraden Px^ Qy und Bz. in 
einem Puncte S. Denn rfickt die N mit ihrer Richtung parallel fort, so bewegen 
sich die Halbirungspuncte x^ y und z offenbar in Geraden» die durch die 
Puncte Py Q und jR gehen; die Geraden Px und Qy schneiden sich in einem 
Puncte iS| und legt man durch ihn eine der N parallele Transversale, so fallen 
in ihr die Halbirungspuncte zweier zugeordneten Punctenpaare der Involution 
zusammen, folglich auch alle diese Halbirungspuncte; denn die Involution ist 
jetzt durch zwei sich deckende, ungleich liegende und projectivisch gleiche 
Geraden gegeben. 

fVerden demnach die drei Seitehpctare eines vollständigen Yierecks 
durch irgend eine TVansoersale geschnäten, und nimmt man in ihr die Halbi^ 
rungspuncte der ErUfernungen der Durchschnäte mit jedem Seitenpaare 
und perbindet Jeden dieser Halbirungspuncte mit dem Durchschnäte des 
zugehörigen Seitenpaares durch Geraden^ so schneiden sich diese drei 
Geraden m einem Puncte. 

Wir werden später auf eine weitere Ausdehnung dieses Satzes kommen. 

8. Es lässt sich in der Gleichung 5. offenbar (Fig. 13) 

setzen, wo alsdann 

ist, also fiL constant bleibt, ffir jeden Punct P desselben Kegelschnitts, und ir eine 
Function der Sitiusse der Winkel ist, unter denen die PP* die Seiten des 
Vierecks ABCD schneidet. Begegnet die jPjP einem zweiten, dem Vierecke 
umschriebenen Kegelschnitte in Q und Q', so wird 

WO ir denselben Werth wie oben hat, und ir allein von dem Kegelschnitte 
abhängig ist, in welchem sich Q befindet Aus beiden Gleichungen folgt aber 
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PaPa ' QaQa' X ' 

eine Gleichimg, welche von Jer Richtung der jPjP unabhängig ist. Aus ihr 
zeigt sich nach II. $. 6. Folgendes: 

Sind eine Reihe con Kegelschnitten einem Vierecke umschrieben, und 
iverden sie pon zwei beliebigen Transversalen N und N' geschnätai, so sind 
N und N' projectivische Gerade in Bezug auf die Halbirungspuncte der in 
amen liegenden Sehnen der Kegelschnitte \ und ziMxr sind die Halbirungs- 
puncte der Sehnen desselben Kegelschnitts erUsprechende Puncte der 
proJectifischer$ Gerctden. 

Sind die beiden Transversalen N^ und N* parallel, so sind die eben 
erwähnten projectivischen Geraden offenbar ähnlich und liegen projectivisch^ 
und nach dem vorigen $., weil drei Strahlen JPiS^ QS und RS fest bleiben, 
wenn N mit sich parallel fortrückt, folgt, dass 

Die Halbirungspuncte paralleler Sehnen eines Kegelschnitts in einer 
Geraden liegen. 

Die Gerade, welche die Halbirungspuncte paralleler Sehnen eines Kegel- 
schnitts enthält, heisst der der Richtung dieser Sehne zugeordnete Durch- 
messer, also: 

Jüe einer gegebenen Richtung zugeordneten Durchmesser einer Reihe 
in vier Puncten sich schneidender Kegelschnüte begegnen sich in einem 
Puncte S. 

Es ist femer aus dem vorigen §• ersichtlich, dass 

Nach jeder beliebigen Richtung eine bestimmte Transversale gezogen 
werden harm^ die eine Reihe einem T^ierecke umschriebener Kegelschnitte 
so schneidet, dass in ihr die beiden durch jede zwei Kegelschnitte begrenzten 
Abschnitte gleich werden. 

9. Ist in Fig. 15. einem Kegelschnitte ein Viereck QR R'Q' einge- 
schrieben, und werden die Seiten desselben und der Kegelschnitt von einer 
beliebigen Geraden in den Puncten A und jß, S und S', P und P^ geschnitten, 

so ist nach Gleichung 5. 

ÄP.AP" BP. BP" 

AS. AST " BS BS"' 
Die Seiten des Dreiecks ^BC werden aber von zwei Geraden in R^ 
Q und S und in R\ Q' und S' geschnitten: es ist daher 
CQ.BR.AS , C(y B K . AS ' 

CR BS AQ ■ ' CBf. BSTTÄ^ " 
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Diese beiden Gleichangen multiplidrt, und die vorhergehende beachtet, 
giebt 

6 ^P'AF.B R.BR\CQCQ ^ , 
• BP .BP" .Ä<i.Aqr .CR.CK " 

Diese Gleichung ist dieselbe, wie die Gleichung 3 in $. 5., und es zeigt 
sich folglich, dass 

In jedem Seclisecke PP' R'R QQ' im Kegelschnitte die Durchschnitte 
der drei Seüenpaare PP' und Q'R, RR' wul QP, qi^; und PR' in einer 
Geraden liegen. 

Nehmen wir jetzt, wie in §• 5., in jeder Seite des Dreiecks ABC die 
beiden Eckpuncte und ihre Durchschnitte mit dem Kegelschnitte zu zugeord- 
neten Puncten der Involution, so liegen die drei Centralpuncte der Involution 
der drei Seiten in einer Geraden, und durch zwei derselben ist folglich der dritte 
gegeben. Dies führt unmittelbar zu den Losungen folgender Aufgaben , welche 
leicht zu finden sind. 

Aufgaben. Einen Kegelschnitt zu construiren, 

a) der durch fünf gegebene Puncte geht; 

b) der durch vier Puncte geht, und eine gegebene Gerade zur Tangente hat; 

c) der durch drei Puncf e geht, und eine gegebene Gerade in einem bestimm- 

ten Puncte berührt; 

d) der durch zwei Puncte geht, eine gegebene Gerade in einem bestimmten 

Puncte berührt,, und eine zweite Gerade zur Tangente hat; 

e) der zwei Geraden iu gegebenen Puncten berührt und entweder durch 

einen driitea* Punct geht, oder eine dritte Gerade zur Tangente hat 

Es ist ersichtlich, dass die Bedingung, es solle eine Gerade in einem 

gegebenen Puncte berührt werden, hier fiir zwei gegebene Puncte gilt, und 

dass die zweite und vierte Aufgabe zwei Kegelschnitte, die ihnen genfigen, 

geben. 

IV 

Beweise der S&tze im Aiiliange No. 56* 



1. Beo^eise des Satzes links. Sind in Fig. 16. in einer Geraden M 
drei Puncte A,B^C und in einer Geraden M^ drei Puncte A\ JB', O gegeben. 
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und nehmen wir an, dass sich im Durchschnitte von M und M' die Puncte 

D und D^ dieser Geraden decken^ so stellen vfir uns zuerst die Puncte C 

und Q als gar nicht vorhanden vor, und nehmen JD und D*, A und B>\ B und 

A' zu entsprechenden Puncten zweier projectivischen Geraden, die folglich per- 

spedivisch liegen und einen Punct a erzeugen , den Durchschnitt von BA' und 

AB'\ in Bezug auf ein viertes entsprechendes Punctenpaar JE und E dieser 

Geraden ist 

l AD ID B^ ^ JtU 

Lassen wir jetzt die Puncte B und B' unbeachtet, nehmen D und D', 
^ und C\ C und A' als entsprechende Punctenpaare von projectivischen 
Geraden/ die perspectivisch liegen und den Punct b erzeugen, so folgt fär 
ein beliebiges viertes entsprechendes Punctenpaar E und JE': 

o AD^ CD^ CTJy A'jy 
AB ' CE ^'UE' ' A'B 

Liegen für beide Gleichungen die Puncte E und E^ in dem Strahle 
ab, sind sie folglich dessen Durchschnitte mit M und M\ so geben die 
Gleichungen 1. und 2. folgende Gleichung: 

« BD CD CV Bjy 
BE'CE^C^'BIF' 

Aus dieser Gleichung folgt, dass auch D und D", B und O, C und 
B' als entsprechende Puncte zweier projectivischen und perspectivisch -lie- 
genden Geraden angesehen werden können, die einen Punct c erzeugen, der 
mit den beiden Puncten a und b in einer Geraden EE^ oder JV liegt. Wir 
bezeichnen jeden der Puncte a, b und c durch p, und finden Folgendes: 

Liegen in einer Geraden M drei Puncte A, B, C, und m einer za^ 
ten Geraden M' drei Puncte A', B', C, so hegen die drei Durchschnitte p 
der Geradenpaare AB' und A'B, AG' und A'C, BC' und B'C in einer 
Geraden N. 

Behält man die Bezeichnung der drei Puncte in AT bei, bezeichnet 
zwar die Puncte von M durch A^ B, C, bildet aber die Versetzungen dieser 
Buchstaben an die Puncte, so giebt der obige Beweis, weil die Zahl dieser 
Versetzungen sechs ist, im Ganzen sechs Geraden N und 18 Puncte />. 

Die sechs Puncte beider Geraden M und W lassen sich also paar- 
voeist durch neun Geraden verbinden, welche sich paarweise in 18 Puncten 
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p schneiden^ und pon diesen 18 Puncten p liegen sechs mal drei in einer 
Geraden N. 

Mach S. 73, werden sich in zwei Dreiecken, in denen sich die Seiten 
paarweise in Puncten einer Geraden schneiden, die Verbindungslinien der diesen 
Seiten gegenüberliegenden Ecken in einem Puncte begegnen; durch die drei 
Puncte a, bf c erhalten wir aber zwei solche Dreiecke und finden also, dass 

yon den sechs Geraden N drei und drei durch einen Punct P gehen, 
und dass es also v»ei solcher Puncte P giebt, 

2. Beweis des Satzes rechts. Schneiden sich drei Strahlen a, b, c 
in einem Puncte P und drei Strahlen a^, b\ cf in einem Puncte JP^, und 
nehmen wir an, dass in PjP^ sich die Strahlen d und d^ decken, so schneiden 
wir die Strahlen a^ b, c und d von P durch eine Gerade Mm den Puncten 
A9 B, C und jD, und die Strahlen a^, b\ c^ und d! von P^ durch eine Gerade 
M' in den Puncten A\ Bf, Cf und D^, und führen nun den Beweis so wie oben 
in 1. in den Geraden ilf und M\ Beachtet man femer den Satz: dass wenn 
sich die Verbindungslinien dreier Eckenpaare zweier Dreiecke in einem Puncte, 
schneiden, die Seitenpaare der Dreiecke sich in Puncten einer Greraden begegnen, 
so folgt, dass: 

JVenn in jedem Qon zivei Strahlenbüscheln P und P^ drei beliebige 
Strahlen angenommen werden, diese sich paarweise in neun Puncten 
schneiden, durch welche sich paarweise 18 Gerade p legen lassen, (?on welchen 
sechs mal drei durch einen Punct N gehen; und pon diesen sechs Puncten 
N liegen drei und drei in einer Geraden. 

Wir werden später auf diese Sätze zurückkommen. 



V. 

Lage TOB Pnetei ii eiiem Kegelscknitte «ier ii eiiem Systeme 

TOI zwei Gendei. 



1. Sind zwei projectivische Gerade M und M' gegeben, sind A,B,C,... 

die Puncte von M und j4f, B*, Cf, die Puncte von M', und sind A und 

Cnlla'« Jonntl f. d. M. Bd. XXXL Heft 1. 9 
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At ^ B und B^9 C und O, entsprechende Puncte derselben, so sagen wir: 

der Punct A sei auf M^ bezogen, wenn man sich von ji nach allen Puncten 
von M' Strahlen gezogen vorstellt; wobei also ji als Strahlenbiischel mit M' 
projectivisch ist Beziehen wir den Punct A auf M* und A* auf M, so bil« 
den A und A^ projectivische Strahlenbüschel und es sind AB^ und A^B, A^C 
uadA^C, entsprechende Strahlen derselben. 

Wenn die beiden Geraden M und M^ perspectivisch liegen, und man 
beziehet A auf M' und A^ auf M^ so werden die beiden, ebenfalls perspec- 
tivisch liegenden Strahlenbuschel A und A' eine Gerade N erzeugen, die durch 
den Durchschnitt von M und M^ geht, und dieselbe Gerade JV wird z. B. 
auch durch B und B^ auf M^ und M bezogen erzeugt, weil sie mit ihr den 
Durchschnitt von M und M^ und von AB* und A*B gemein hat 

Liegen hingegen die Geraden M und Mf schief, und bezieht man A auf 
Mff A* auf ilf, so liegen offenbar die projectivischen Strahlenbiischel A und A 
ebenfalls perspectivisch und erzeugen eine Gerade N, in welcher die Durchschnitte 
von ABf und A'B. AC und A% Alf und ^' JE;.... liegen. Es sei in Fig. 17., 
P der Durchschnitt von A£f und AfB% und man ziehe durch P die beiden 
Strahlen BP und BfF, welche M* und M m F und F schneiden, so ist 
in Bezug auf den Strahlenbiischel P\ 

TA EÄ W A'ET 

und aus dieser Gleichung folgt, dieselbe nur anders geschrieben, 

FA EA TA E'A' 

d. h. es sind zu A und A\ B und JB^, C und C, E und JE', auch Fund JP 
entsprechende Puncte der obigen projectivischen Geraden M und M. Be- 
zieht man, statt wie oben A und A\ jetzt B und Bf auf Mf und My so wer- 
den die perspectivischen Strahlenbüschel B und Bf auch eine Gerade erzeu- 
gen, die mit der obigen Geraden N dieselbe ist, da sie mit ihr den Punct P 
und den Durchschnitt von ABf und AB gemein hat 

Sind also zwei projectimche Gerade gegeben ^ und bezieht man irgend 
zwei erUspreohende Puncte derselben, jeden auf die nicht zugehörige Gerade, 
als projectivische wui perspeciii>isch liegende Strahlenbiischel, auf sie, so er- 
zeugen diese Strahlenbüschel stets dieselbe Gerade, welche jener entsprechenr 
den Punctenpaare auch genommen werden mögen. 
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Zwei projectiYisdie Gerade smd aber durch drei eDtsprechende 
Panctenpaare gegeben, als A und A\ jB und B'j C und C: es ist daher 
wieder der Satz bewiesen, dass die DurchschniUe von jiB^ und A^B, AQ 
und AfCp BO und B^C in einer Geraden L'egen: ein Sats, welcher in der 
▼origen Nummer schon enthalten ist Wir haben absichtlich diesen Weg 
hier gewählt, obgleich sich der obige Satz unmittelbar aus der Bemerkung er- 
giebt, dass M und M\ AA\ BB", CC\.... Tangenten eines Kegelschnitte 
sind und dass die obige Gerade N zur Berührungssehne der Tangenten M 
und Mf wird. 

2, Man nehme jetzt irgend einen Kegelschnitt als gegeben an, und 
irgend einen Punct P desselben zum Mittelpuncte zweier concentrisch liegenden 
projectivischen Strahlenbüschel a,b,c,... sind die Strahlen des einen, af, h\ c^ . . . 
die Strahlen des andern, und a und n^, b und b\ c und cr^,... sind entsprechende 

Strahlen beider Strahlenbüschel. Man beseichne femer durch A^ JB, Cj 

der Reihe nach die Durchschnitte von a, £, c,...., und durch j^, Bf^ C\.... 
der Reihe nach die Durchschnitte von af, b\ cV*«- mit dem gegebenen Ke- 
gelschnitte. Die Puncte A, B, C... bilden ein Vieleck M, die Puncte A*, 
B'^C^... ein Vieleck M\ von einer unbestimmten, unendlichen Zahl von 
Edien und Seiten, und wir nennen M und M* projectivische Vielecke des 
Kegelschnitts und A und Af^ B und B'^ C und C^.... deren entsprechende 
Punctenpaare« 

In den zwei projectivischen Vielecken eines Kegelschnitts liegen zwei 
projectivische Strahlenbüschel, ¥rie oben, zum Grunde, und aua der Ver- 
gleichung der erstem mit den letztem folgt, dass 

2^1 pryectwische Vielecke eines Kegelschnitts durch drei entspre- 
chende Panctenpaare bestimmt sind. 

Und dass es erUweder ztvei, emen, oder keinen Punct des Kegelschnitts 
giebi, in denen sich entsprechende Puncte der projectivischen Vielecke decken. 

Bezieht man in den projectivischen Vielecken M und M* die Puncte 
A auf AT und A^ auf ilf , so sind A und A^ Mittelpuncte projectivischer 
Strahlenbüschel, welche perspectivisch liegen und eine Gerade ßf erzeugen, 
in welcher die Durchschnitte der entsprechenden Strahlenpaare AB' und A^B^ 

AC^ und A'C^ liegen. Die Gerade N schneidet den Kegelschnitt in 

zwei Puncten, berührt ihn, oder trifft ihn gar nich^ je nachdem es im Kegd- 
schnitte zwei, einen ^ oder keine Punde giebt, in weldien sich entsprechende 
Puncte von M und JIT decken. . In den beiden ersten Fallen ist ohne Beweis 

9» 
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ersichtlich (nemlich, wenn die Gerade N dem Kegelschnitte begegnet) , dass jede 
zwei andre entsprechende Puncte z. B. B und Lf auf l\if und ifef ( B auf Jlf 
und V auf M) wie oben A und A^ bezogen^ dieselbe Gerade N erzeugen. 

3, Haben die beiden concentrischen Strahlenbüschel, welche die Viel- 
ecke M und M^ des Kegelschnitts bestimmen, eine solche Lage, dass sie 
einen Strahlenbüschel in Involution bilden, so dass die Lage dieser Strahlen 
mit der Lage der Puncte der Vielecke übereinstimmt: sind also A und A'^ 
J) und jy entsprechende Puncte von M und M\ und fallen die Puncte A 
und jy zusammen, so decken sich auch die Puncte A und jy , weil eine 
ähnliche Lage der Strahlen im Strahlenbüschel der Involution besteht. 

Bezieht man jetzt in Fig. 18. den Punct A auf M' und Af auf ilf, 
so erzeugen diese projecti vischen Strahlenbüschel A und A* eine Gerade N, 
und da sich jetzt die Puncte B und E\ jB' und E, Cund F\ C und JP,.... 
der Vielecke M und M^ decken, so liegen offenbar die Durchschnitte von 
AB" und A'B, AB und A'B", AC und A'C, AC und A'C\ in der- 
selben Geraden N. Man erhält also durch A und A^ dieselbe Gerade Nf 
wenn man beide Puncte gleichzeitig auf beide Systeme M und M^ bezieht. 

In einem Strahlenbüschel in Involution giebt es entweder zwei oder 
keine doppelten Strahlen, in welchen sich entsprechende Strahlen der concen- 
trisch-projectivischen Strahlenbüschel decken. Sind diese doppelten Strahlen 
vorhanden^ so giebt es auch im Kegelschnitte zwei doppelte Puncte, in welchen 
entsprechende Puncte G und G\ H und H^ der Vielecke M und M^ zusam- 
menfallen. In diesem Falle, wo die doppelten Puncte vorhanden sind, erzeugen 
jede zwei entsprechenden Puncte von M und M* dieselbe Gerade N^ die durch 
die doppelten Puncte geht ; es schneiden sich also nicht allein AB^ und A'Bp 

AO und A'C, BO und JB'C, , sondern auch AB und A^B\ AC und 

A^C\ BC und B^C\ in Pqncten von N. Wir erhalten folglich zwei 

Dreiecke ABC und A'B'C\ in denen sich die Seiten paarweise in N schnei- 
den; folglich gehen nach S. 79. die Verbindungslinien AA\ BB\ CC^ der 
Ecken durch einen Punct S\ in diesem Puncte S schneiden sich offenbar auch 
die Tangenten des Kegelschnitts durch die doppelten Puncte von M und M\ 
und S liegt daher ausserhalb desselben. Es ist umgekehrt leicht ersichtlich, 
dass jede Gerade durch S dem Kegelschnitte in entsprechenden Puncten von 
M und ilf' begegnet 

4. Jede zwei beliebige projectivische Vielecke eines Kegelschnitts 
nennen wir im Allgemeinen schiefliegend; hingegen in dem Falle des vorigen §. 
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perspectmsch liegend. Aus den Beziehungen eines Strahlenbüschels in Invo- 
lution folgt, dass 

Z<vei perspectwisch liegende Vielecke eines Kegelschnitts durch ztvei 
entsprechende Punctenpaare bestimmt iverden, und enttveder ziooei oder keine 
doppelten Puncte haben. 

Nach der Bezeichnung in §. 2. ist nothwendig 

sin(A/) ' sin (crf) "* sin (tfV) * mntVW) ' 

und wenn man fiir diese projectivischen Strahlenbüschel die Vielecke M und 
M' des Kegelschnitts einführt , schreiben wir dafür 

d. h. es sind A und A\ C und C*, B und B't D und D^ entsprechende Puncte 
von M und M^, und zieht man von irgend einem Puncte P des Kegelschnitts 
nach diesen Puncten Strahlen, so erhält man im Strahlenbüschel P die 
Gleichung 1. wieder. Aus der Gleichung 2. bildet sich sogleich die folgende 
mit Hülfe der in 1., wenn der Kegelschnitt zu einem Kreise wird, nemlich: 

S AB OB Äff Cff 
AD^' cd" au * CD ' 

eine Gleichung» welche der Form nach dieselbe ist, wenn jene Puncte zweien 
projectivischen Geraden angehören. 

Wir gebrauchen daher im Allgemeinen die Form 2. , wenn A und A\ 
B und B\ C und C\ D und ly entsprechende Puncte zweier «Systeme M 
und M^ sind, es mögen dabei M und M^ projectivische Gerade oder pro- 
jectivische Vielecke eines Kegelschnitts vorstellen. 

In der Form (^, C, B, D) sind die beiden ersten und die beiden 
letzten Elemente einander zugeordnet, A und C, B und D, und das erste 
Element A bildet mit den beiden letzten B und D das erste, C mit B und D 
das zweite einfache Verhältniss des Doppelverhältnisses. Liegen z. B. die 
Puncte in einer Geraden, so ist: 

und so fort. 

6. Sind in Fig. 19. irgend zwei projectivische Vielecke M und M 
eines Kegelschnitts gegeben, sind ^ und A^, B und B^ E und E\.... 
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entsprechende Pancle derselben und als projecdyische StraUenbfischel A auf 
M' und yi^ auf M bezogen, so erzeugen A und A^ eine Gerade N, die insbe- 
sondere den Kegelcfanitt nicht schneidet. Es sei P der Durchschnitt von AE' und 
A^E in JV; liegt also P ausserhalb des Kegelschnitts, und zieht man die Sehnen 
BF' und B'F desselben durch P, so ist nach §. 3. 

(F,E,A,B)^iB',A\E',F) 

und hieraus folgt, nur anders geschrieben, die Gleichung 

iF, E, A, B) = {r, Ef, A', Bf). 

Es sind also F und JP entsprechende Puncte der projectivischen Vieleeke 
M und M\ und bezieht man jetzt B auf M* und B^ auf TUT, so erzeugen B 
und B^ eine Gerade, die mit der obigen Geraden N dieselbe ist, da sie mit ihr 
die Durchschnitte von AJff und A'ß^ AE' und A'E (den Punct JP) gemein 
hat« Man sehe hier $. 1., wo der Beweis ganz ebenso gefuhrt ist. 

Sind demnach iwei projectivische Vielecke eines Kegelschnitts gegeben^ 
so erzeugen jede zcvei entsprechende Puncte derselben, als projecticische 
Sirahlenbüschel auf die nicht zugehörigen Systeme bezogen, dieselbe Gerade. 

Die Vielecke M und M' sind aber durch drei entsprechende Puncten- 
paare A und A\ B und f , C und O gegeben, und es liegen folglich die 
Durchschnitte von AB* und A^B, AO und A'C, BO und BfQ in einer 
Geraden. 

In jedem Sechsecke im Kegelschnitte liegen daher die drei Durch- 
schnäte der gegcnOberliegenden Seitenpaare in einer Gereuten. 

6. Die Beziehungen des vorigen §. gelten offenbar allgemein , es mSgen 
die Vielecke M und M* schief, oder sie mögen perspectivisch Kegen. Bei d«r 
perspectivischen Lage werden nun auch immer die Geraden AA^^ BBf, CO,... 
durch einen Punct S gehen . und die Gerade N wird den Kegelschnitt gar 
nicht schneiden, wenn die doppelten Puncte nicht vorhanden sind. Der Punct S 
heisst der Pol der Geraden Ny und JV die Polare des Punctes P in Bezug 
auf den Kegelschnitt 

Sind A und A'j B und B\ C und C* entsprechende Puncte zweier 
Systeme M und M*, so gebrauchen wir die Bezeichnung: 

A , B, C 

A , if , Cj 

WO die Puncte des einen Systems M über, die Puncte des Systems M* unter 
dem Horizontalstriehe, und die entsprechenden Puncte unter einander stehen. 
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Dabei liegen die Durchschnitte von AB^ und A'B, AC und A^C^ BC und 
BfC in einer Geraden N. Sind M und ilT projecdvische Vielecke eines Kegel- 
tchnitts^ und decken sich z. B. die Puncte B und O^ so geht die Sehne BC 
des Kegelschnitts in eine Tangente desselben über und es folgt, dass 

Bei jedem ^ einem Kegelschnitte eingeschriebenen Fünfecke die Durch 
schnitte irgend za>eier Seäenpaare, so wie der Durchschnitt der jedes' 
maligen fiinften Seite mit der Tangente durch die gegenüberliegende Ecke, 
m einer Geraden liegen. 

Decken sich hingegen die Puncte B und C\ Bf und C, so folgt, dass 

Bei jedem, einem Kegelschnitte eingeschriebenen Vierecke die Durch- 
schnätspuncte der gegenüberstehenden Seiten, so me der Durchschnitt der 
Tangenten in zopei gegenüberstehenden Ecken in einer Geraden liegen. 

Fallen endlich die Puncte A und B', A* und C, B und O ausammen, 
ao zeigt sich, dass 

Bei jedem, einem Kegelschnitte eingeschriebenen Dreiecke die Durch- 
schnitte der Seiten mit den Tangenten durch die gegeruiberliegenden Ecken 
in einer Geraden liegen. 

Aus denselben Gründen, wie sie hier aum Beweise der obigen Satse 
angeführt wurden, folgt auch, dass 

JVenn sich die Sehnen eines Kegelschnitts in einem Puncte schnei- 
den, so schneiden sich die Tangenten durch die Endpuncle jeder Sehne in 
Puncten einer Geraden, der Polaren jenes Punctes. 

7. Sind in einem Systeme M drei Puncte A, B, C und in einem 
zweiten Systeme M^ drei Puncte A\ Bf , O gegeben, und wird über das 
Entsprechen der Puncte weiter keine Bestimmung gemacht, so bilden sich fol- 
gende sechs Schemata in dieser Hinsicht: 

- A, B, C g^ A, C, B ^ Bj A3 C 

*• J, B', &' *• ^, Ä', C" ^' Jy&,(f' 

. By C, A - C, Aj B ^ Cf B, A . 

^- A,B,d' ^' A,B,C' ^- A,B,C' 

wo %. B. im a&weiten ^und A\ C und JB^ B und C* entsprechende Puncte 
und die drei Durchschnitte p von AB' und A^C^ AC und A'B, CC und 
BfB in einer Geraden N liegen. Wir erhalten also sechs Geraden A* und 
18 solcher Puncte p. 

Werden in dem ersten Schema die Geraden AB'^ A'C, BC, und 
ebenso die Geraden A^B^ AC' und B'Chistu ihren Durchschnitten verlängert. 



72 3* A. Jacobiy verschiedene geometrüche Sätse, 

$o erhält raan zwei Dreiecke, in welchen sich die Seiten paarweise in Poncten 
einer Geraden schneiden: folglich gehen die Verbindungslinien der Ecken durch 
einen Punct Diese Verbindungslinien der Ecken sind aber die Geraden 6« 3 
und 2y welche durch einen Punct ^ gehen; und ebenso begegnen sich auch 
die Geraden 1, 4 und 5 in einem Puncte q. 

Diese Beziehungen, die für zwei Gerade M und 3f' schon in IV. 
bewiesen wurden , sind auch gültig für zwei Systeme von drei Puncten in einem 
Kegelschnitte. Sind nun in einem Kegelschnitte sechs Puncte ji^ B, C^ A', 
jfff C' gegeben, so kann man beliebige drei derselben zu einem Systeme M 
und die andern drei zu einem zweiten Systeme M^ nehmen, und erhält auf 
diese Weise zehn verschiedene Annahmen, auf welche die obigen Betrachtungen 
anwendbar sind. Es ergeben sich auf diese Weise 60 dem Kegelschnitte ein- 
geschriebene Sechsecke, 60 Gerade A, 20 Puncte 9, und es würde 180 
Puncte p geben, wenn nicht stets vier Gerade IV durch einen dieser Puncte 
gingen; weshalb es nur 48 Puncte p giebt 

Sechs Puncte eines Kegelschnäis bestimmen demnach 60 demselben 
eingeschriebene eirifache Sechsecke; in jedem derselben liegen die drei Durch- 
schnitte p der gegenüberliegenden Seiten in einer Geraden N, und es giebt 
45 Pwu:te p und 60 Gerade N. Von den 60 Geraden N gehen stets 9ier 
durch einen Punct p, und erstere können f?ier mal zu 15 (verbunden werden; 
welche 15 Gerade N stets die 45 Puncte p enthalten. Die 60 Geraden N 
gehen aber auch zu dreien durch einen Punct q, und es %iebt 20 Puncte q. 
Man sehe hier den Anhang No. 54. links« Dort ist noch die Behauptung: 
Von den 20 Puncten q liegen 15 mal f?ier in einer Geraden g, so 
dass jeder Punct q in einer Geraden g liegte 
aufgeseilt, die wir jetzt beweisen wollen« 

Sind in Fig. 20, in einer Geraden die vier Puncte a, ä, m und /i, 
und in einer zweiten Geraden die vier Puncte a% b\ vn! und vf^ gegeben, so 
liegen die Durchschnitte 

a von aat und bb\ 
a! von am' und bn\ 
a" von a(m und nb\ 
a!** von mm* und nn' 
in einer Geraden g. 

Sind dann ß und ^' die Durchschnitte von am* und bb\ mm* und 
nb\ so haben wir zwei Dreiecke aßa und m/3V^ deren Seiten sich paarweise 
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in den Punclen m\ h\ af einer Geraden schneiden, folglich gehen die Geraden 
am^ ßß* und aa^^ durch einen Punct z; durch denselben Punct t gehen 
aber auch aus demselben Grunde die Geraden nb, ßß' und a*a'^\ als Ver- 
bindungslinien der Ecken beider Dreiecke bßaf und nß'a}^\ In den beiden 
Dreiecken aßaf und a"/9'a'" werden sich folglich audli aa' und a'V in 
einem Puncte t von afV begegnen, und in beiden Dreiecken a,af%f und 
a^'a'^'g)' die Verbindungslinien aa", af of'\ 99^ in 2 sich schneiden. Es sind 
hier stets die beiden Sätze S. 79. III. angewendet. In Bezug auf die Strahlen 
zß und Z9 sind nun nothwendig zu za die Strahlen za, za\ za^^ unAza**^ 
zugeordnete harmonische Strahlen und müssen folglich in einen Strahl zusammen- 
fallen, d. h. es liegen die Puncte a, a\ a!\ und a^'^ in einer Geraden g 
(S. 75. II.) 

Kehren wir jetzt zu dem Sechsecke im Kegelschnitte zurück. Es schnei- 
den sich in dem einen Punct p^ dem Durchschnitte «von AC und A*C^ die 
vier Geraden N\ 

A, C, B A, C, JT A, A\ B A, Jf, V 

A\C^B" Af,a,B' CyC.B' C, r, B ' 

and wenn wir in diesen Sechsecken die geraden und die ungeraden Seiten bis 
zu ihren Durchschnitten verlängern, so erhalten wir vier Paar Dreiecke, 
welche vier Puncte q bestimmen. Wird die Gerade AC der Reihe nach von 
den Geraden A*B^ B'C, BfA*, BC in den Puncten a^ b^ n^ m und die 
Gerade A* C der Reihe nach von AB\ BC\ BA, B'C in a\ b\ n\ mV ge- 
schnitten, so sind die Durchschnitte von aa* und bb\ am* und bn*^ nutf und 
fU/ , f¥unf und nn* die vier Puncte q^ und diese liegen, wie oben gezeigt 
wurde, in einer Geraden g. Drei der Puncte p^ die in einer Geraden N 
liegen, bestimmen drei Geradep. ^» welche sich in einem Puncte 9 schneiden: 
es giebt also drei Systeme von fünf Geraden , welche die 20 Puncte q enthalten. 

8. Wir wollen jetzt noch Einiges in Bezog auf die Aufgaben im 
Anfange No. 55« und von Na 57. erwähnen. 

JVenn von dem Sechseche im Kegelschnäte ßinf Puncte fest bleiben 
und der sechste den Kegelschnät durMäuft, so drehen sich die 60 Geraden 
N um \b feste Puncte p; die 20 Puncte q beschreiben 20 Kegelschrutte^ 
und die 15 Geraden g drehen sich um 15 neue Puncte. 

in jeder Geraden N ist ein Punct p von dem als veränderlich gedachten 
Puncte B unabhängig, um den sich die Gerade JV bei der Bewegung von 
CrcDe't Jonraal f. d. K. Bd. XXXL Heft 1. 10 
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B drebt, und da durch ihn vier Geraden N gehen, so ist 15 die Zahl der 
festen Puncte p. 

In Figur 21. , welche dem vorigen §. zugehört, drehen sich die Seiten 
Ba und Bb^ des Dreiecks aBb* um die Puncle Af und C\ während B den 
Kegelschnitt durchläuft: folglich wird sich (S. 172. II.) die Seite ab' als Tan*- 
gente eines Kegelschnitts hewegen, der auch die Geraden AC und AfC be- 
rührt. Von dem Dreiecke aab' drehen sich die Seiten aa und ab' um die 
festen Puncte af und b, und es beschreibt folglich a einen Kegelschnitt, der 
die Puncte b und a' enthält. Dieser Kegelschnitt könnte inbesondere in eine 
Gerade übergehen, wenn bei irgend einer Lage von fi die Puncte b und b\ 
a und a^ zu entsprechenden Puncte der projecti^ischen Geraden würden ; was 
nicht der Fall ist. Der Punct a ist aber einer der Puncte q. Durch ähnliche 
Betrachtungen zeigt sich, dass sich in dem Dreiecke /?aa' in Fig. 20. die Ecken 
in drei Kegelschnitten bewegen, welche sich im Puncte b schneiden, und dass 
von diesem Dreiecke zwei Seiten um die festen Puncte b und mf sich drehen . 
folglich wird sich auch die dritte Seits cuxf oder g um einen festen Punct drehen. 

Bei der Bewegung von B in dem gegebenen Kegelschnitte kann B 
eine solche Lage annehmen, dass die Gerade BB' durch den Durchschnitt 
von AC^ und A'C geht Bezeichnet man diesen Durchschnitt durch p\ so 
ist leicht zu sehen, dass sich in p* jetzt 12 Gerade A schneiden, der Pund 
p^ also für drei Puncte p gilt In p' schneiden sich z. B. die drei Geraden N, 
nemlich : 

A, B, C B, C y A C, A, B 

die nach §. 6. auch durch einen Punct q gehen, und es Hegen folglich in p' 
vier Puncte q. Die Puncte a, a\ a'' und a'" in Figur 20, liegen jetzt in der 
Polare von p*\ diese Gerade g dreht sich also bei der Bewegung von ß um 
einen Punct, der in der Polare p* sich befindet 

9. Wir wollen schliesslich noch der im Anhange unter No. 3. und Mo. 3. 
stehenden und hierher gehörenden Sätze kurz erwähnen. Der erste ist schon 
ausfuhrlich in dem gegenwärtigen Jouriidle, im 19. Bande, von Herrn Bauer 
behandelt 

Sind in zwei projectivischen Systemen M und M' (Geraden oder 
Vielecken eines Kegelschnitts) vier entsprechende Punctenpaare A und A\ B 
und B\ C und C% D und D' gegeben, so ist offenbar: 
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(^, C, fl, D) = (B, D,^, C) = (D, B, C, Ä) =: (C,^, D, B) 

= {A\ C\ Bf, D-) 

und wir schreiben jetzt 

1 ^f ^» ^> ^ o g> P> ^> C o D» ^> C, ^ 

*• A\ C, BT, W ^ A C. K ly ^. C\ B, Df * 

C, A, D, B 

Diese vier Formen bezeichnen vier Geraden N\ und in jeder derselben liegen 
sechs Punctc p^ die Durchschnitte von Geradenpaaren, die die Puncte von 
M und M^ verbinden. 

Zieht man von jedem der vier Puncte von M nach den Puncten von 
M* Strahlen, so erhält man vier Systeme von vier Strahlen, welche Systeme 
sich paarweise in zwölf Puncten p schneiden: folglich giebt es sieben der 
Puncte p, von welchen 24 auf obigen vier Geraden N' liegen. Die vier Puncte 
jeder der Systeme M und M' können auf vier verschiedene Arten zu dreien 
zusammengefasst werden, und jede solche Verbindung von M mit einer von 
M^ giebt nach $. 7. 6 Geraden N^ 18 Puncte p und 2 Puncte q. Diese 
Zahlen von N, p und q^ mit 16 multiplicirt, wurden die ganze Anzahl der N, 
p und q geben; es sind aber nur 72 Puncte^ vorhanden, folglich gehen 
durch jeden Punct p vier Geraden N\ unter jeder der obigen 6 Geraden N 
ist eine Gerade N' enthalten; es giebt also nur 5.16 + 4 = 84 Geraden N. 
Es sind also im Ganzen 72 Puncte /?, 84 Geraden N^ und 32 Puncte q vor- 
handen, und von letztern liegen 16 zu 4 in den vier Geraden N\ 

Sind insbesondere A und C zu B und D, und folglich auch A' und C^ 
zu B' und D' zugeordnete harmonische Puncte, so erhält man noch vier 
neue Geraden N*, nemlich: 

J, Cy D, B C. A. B, D - B, D, C, J 

^' A\ u, V, BT' ^' A\ c, B', ü' ^* a, (7, ^, ly * 

^ D, B, A , C 

^' A\ er, B\ ly • 

Vergleicht man diese vier Formen mit den ersten dieses $., so folgt, 
dass auf diesen Geraden N* noch 16 neue Puncte p liegen, die 8 Geraden 
N' also 40 Puncte p enthalten. £s sind jetzt im Ganzen, mit Einschluss der 
8 Geraden N\ nur 72 Geraden N vorhanden, und die 32 Puncte q liegen 
zu vier auf den achl Geraden N\ 

Es schneiden sich jetzt der Reihe nach die Geraden N\ ncmlich 2 und 7, 

10» 
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3 uod 8» i{-.und 8, 3 und 7 m einem Puncte. Die vier Geradea AU'^ B'C, 
A*D, BC bilden ein vollständiges Vicrseit» dessen drei Diagonalen die Geraden 
1,2 und 4 sind; ebenso bilden die vier Geraden CD\ Aß% DC\ A'B ein 
vollständiges Yierseit mit den Diagonalen 3 , 1 und 4. D^ -^ Durchschnitte von 
Aiy und DC\ BC und JB\ B'C und BA' liegen in den Geraden 6, und 
diese Seitenpaare bilden zwei Dreiecke, in denen sich folglich die Verbindungs- 
linien der Ecken, die Geraden b> 4 und 1, in einem Puncte schneiden. Aus 
denselben Gründen gehen die Geraden 7, 4 und 1, durch einen Punct, und 
es schneiden sich folglich die vier Geraden 7, 8^ 1 und 4, und ebenso di« 
Geraden 2, 3, 5 und 6, in einem Puncte. 

Diese Betrachtungen enthalten eine grosse Zahl von Sätzen, da mau 
den gegebenen acht Puncten unter den obigen Bedingungen verschiedene Lagen 
geben kann. Dies hier weiter durchzuführen mogte nicht geeignet erscheinen. 



VI. 

Constrnctloii Ton dürren mit Hfllfe gegebener Kegelsclinitte. 



1. Werden in einem gegebenen Kegelschnitte fi zwei feste Puncte 
A und Af angenommen, drehen sich die Sehnen Aß^ und A*B von fi um 
die festen Puncte A und A\ während ihr Durchschnitt oc eine Gerade N be- 
schreibt, so wird der Durchschnitt jr der Sehnen AB und A^B' oiTenbar einen 
Kegelschnitt it beschreiben d, h. 

Sind zcpei projectivische Vielecke M und M' eines Kegelschnitts /ul 

gegeben, A und Af, B und E\ G und C\ entsprechende Puncte derselben, 

und bezieht man zwei entsprechende Puncte A und S! als projecivQischt 
Strahlerü)üschel auf ihre zugehörigen Systeme (A au/M und A' aufMf), so 
liegen die Durchschnitte der entsprecheruien Strahlen dieser Strahlenbüschel 
in einem Kegelschmtte. 

Der* obige Kegelschm'tt tt geht offenbar: 

a. Durch die Puncte A und A'\ 

b. Durch die reellen oder imaginären Durchschnitte von IV 
mit dem Kegelschnitt /m; 
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c. Durch den Pol von JV in Bezug auf /x, wie es die Con- 

struction zeigt; 
fL Durch den Pol Q von ^yi' in Bezug auf /i. 
Man kann nun ofienbar zwei verschiedene Annahmen machen, die zu 
manchen Beziehungen führen. 

a. Man nehme im Kegelschnitte /u die beiden projectivischen Vielecke 
M und M* als gegeben an, wodurch auch die Gerade N, und mit ihr der Pol 
H von N^ in Bezug auf /z bestimmt sind; alsdann erzeugen ^ auf M und 
A' auf M^ bezogen einen Kegelschnitt tt, der durch drei feste Puncte geht: 
durch die beiden Durchschnitte von JV mit /x und durch den Punct R\ und diese 
drei Puncte bleiben dieselben, weim man für A und yJ* irgend ein anderes ent- 
sprechendes Punctenpaar von AI und M' nimmt. Wird für A' insbeson- 
dere die unendlich entfernte Gerade genommen, so ist JR der Mittelpunct 
von /u, und jede der Cur^'en tt ist mit /u bekanntlich ähnlich und ähnlich 
liegend- 

b. Oder man nehme im Kegelschnitte ^l die* beiden Puncte A und 
A\ also auch den Pol von AA^ in Bezug auf /x fest an, und ändere die 
Lage von N, und somit auch die Vielecke M und M\ Jeder Lage von IV 
entspricht nach der obigen Construction ein Kegelschnitt tt, und alle diese 
Curven ^ gehen durch die drei festen Puncte >^, A' und Q. Der unendlich 
entfernten Geraden N* entspricht ebenfalls ein Kegelschnitt tt^ der /i 
ahnlich ist und auch ähnlich liegt, und es sind folglich /u und tc* gleichzeitig 
Kreise, Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln. Wir werden nur den hier in 6- 
angezeigten Fall ausführen. 

Jedem Puncte o? einer Geraden iV entspricht nach der obigen Construction 
ein Punct y der entsprechenden Curve tt, und umgekehrt dem Puncte y ein 
Punct X. Schneiden sich daher mehrere Geraden A in einem Puncte .r, so 
werden die entsprechenden Curven tt einen bestimmten vierten Punct j^ gemein 
haben. Von diesem Puncte a: sind im Allgemeinen zwei Tangenten von 1^^ 
der der unendlich entfernten Geraden iV' entsprechende Curve,. möglich, und 
jeder solchen Tangente entspricht offenbar eine Parabel: da aber im Allge* 
meinen jedem Puncte von n" ein Punct von N* entspricht, so folgt, dass 

Alle Kegelschnitte, die sich in denselben iier Puncten A, A\ Q und ^ 
schneiden t 

a. Hyperbeln, Ellipsen und zwei Parabeln sind^ <venn der 
Punct X ausserhalb von tt liegt; 
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ß. Dass sie Hyperbeln und eine Parabel sind, wenn x ein 

Punct der Curve it* ist^ und 
y. Dass sie lauter Hyperbeln sind, wenn sich x innerhalb des 
Kegelschrutts i^ befindet. 
Denn es hängt die Art des Kegelschnitts tt offenbar davon ab , ob die 
durch den Punct x gehende Gerade N den Kegelschnitt i^ schneiden müsse, 
oder nicht 

Diese Betrachtungen können unmittelbar angewendet werden, um Satse 
iiber die gegenseitige Lage von Geraden auf die Lagen von Kegelschnitten 
oder umgekehrt zu übertragen; wie dies z. B. mit dem Satze im Anhange 
No. 56. rechts geschehen kann. 

% Die drei festen Puncte A, A* und Q bei der Construction im 
vorigen §. in b. werden Hauptpuncte (Cardinalpuncte) genannt Bewegt sich 
ein Punct x in einer Geraden iV, so beschreibt sein entsprechender Punct y 
einen Kegelschnitt ic, der durch die drei Hauptpuncte geht Der Punct y 
wird aber im Allgemeinen eine Curve 2nter Ordnung (wo n eine positive 
ganze Zahl ist) beschreiben, wenn sich x in einer Curve nter Ordnung bewegt 
Denn irgend einer jener Kegelschnitte tc schneidet die Curve nter Ordnung 
im Allgemeinen in 2 a Puncten x, deren entsprechende Puncte y einmal in 
der Geraden N liegen, die dem Kegelschnitte tc entspricht, und dann auch in 
der Curve sich befinden, die der n\ex Ordnung entspricht; und diese wird 
also von jeder Geraden in 2/» Puncten geschnitten. 

Jeder Curpe 9 t^on der n ten Ordnung entspricht im Allgemeinen eine 
Curi^e \j> mn der 2n ten Ordnung. 

In einer durch A gehenden Geraden, welche die Curve 9 schneidet» 
liegen im Allgemeinen und höchstens n Puncte x, und ziehen wir nach ihnen 
von A^ aus Geraden, so sehen wir bei der Construction der Puncte y, dass 
nur n Puncte y in der durch A' gehenden Geraden A'B liegen können. 
Jede Gerade durch A\ und folglich auch durch A, schneidet die Curve op 
höchstens in n Puncten, und man nennt deshalb die Puncte A und A^ 
fi fache Puncte. Es ist aber auch Q ein /»facher Punct: denn da irgend 
eine Gerade N der Curve 9 nur in n Puncten begegnet, so wird auch ihr 
entsprechender Kegelschnitt ^ die Curve \j> nur in n Puncten schneiden; es 
müssen sich aber n und x|; im Allgemeinen in An Puncten treffen; von diesen 
liegen 2 n Puncte in den Puncten ^und A\ n Puncte in jenen Durchschnitten 
von K und \j>, und folglich n Puncte im Puncte Q. 
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Die drei Hatiptpuncte sind nfache Puncte der Curpe oj; i>on der 2nten 
Ordnung. 

3. Wir wollen jelzt insbesondere annehmen, dass 9 ein Kegelschnitt 
sei; alsdann wird i|j im Allgemeinen zu einer Curve Tierter Ordnung, und 
die drei Hauptpuncte werden zu Doppel -Puncten werden. 

Jeder Tangente von 9 entspricht ofTenbar ein Kegelschnitt ir, der die 
Curve '^ berührt, und es folgt also, dass 

Allen Ger€ulen TS, die sich als Tangenten eines Kegelschnitts 9 /ort* 
heopegen^ Kegelschnitte ic entsprechen ^ die pon einer Curve -^ vierter Ord^ 
nung umhüllt {berührt) (Verden. 

Es sei V der Kegelschnitt, welcher der unendlich entfernten Geraden N* 
entspricht, so wissen wir, dass jeder Tangente von tt^ eine Parabel entspricht; 
die beiden Kegelschnitte 9 und tt' haben aber im Allgemeinen und höchstens 
vier gemeinschaftliche Tangenten: folglich sind unter jenen Kegelschnitten ir, 
die von der Curve oj) vierter Ordnung umhüllt werden, im Allgemeinen nur 
vier Parabeln. Die andern Kegelschnitte tt sind demnach entweder Hyperbeln oder 
Ellipsen. Wenn z. B. der Kegelschnitt ic* ganz innerhalb des Kegelschnitts 
q> liegt, so kann keine Tangente von 9 die it" schneiden, und es sind alle 
Curven it Ellipsen; sie sind hingegen alle Hyperbeln, wenn 9 ganz innerhalb 
von t/ Hegt. 

Durch die drei Puncte A^ A* uiid Q sind bekanntlich im Allgemeinen 
vier Kegelschnitte möglich, welche mit 9 einen doppelten Contact haben, und 
die Construction zeigt, dass diesen vier Kegelschnitten vier Doppel -Tangenten 
der Curve \j> vierter Ordnung entsprechen. Denn jeder Tangente von 9 
entspricht ein Kegelschnitt, welcher i|^ berührt, und jeder Tangente von i|; 
entspricht ein Kegelschnitt, der 9 berührt. 

Jeden zwei parallelen Tangenten iV von 9 entsprechen zwei Kegelschnitte 
ir, die sich in einem Puncte von tt^ schneiden, und zwar in dem Puncte, wel* 
eher der Richtung jener beiden Tangenten entspricht. Diese beiden Kegel- 
schnitte 9r werden von der Curve x|; in zwei Puncten berührt, und legt man 
durch letztere Puncte und die drei Hauptpuncte einen Kegelschnitt, so geht 
derselbe durch einen festen Punct, den entsprechenden Punct des Mittelpnncts 
der Curve 9, weil obiger Kegelschnitt einem Durchmesser von 9 entspricht, 
welcher der Richtung jener beiden Tangenten ff zugeordnet ist. 

4. Es soll endlich hier noch der Satz im Anhange No. 41. links bewiesen 
werden, und wir woNen der Einfachheit wegen nur drei Kegelschnitte annehmen. 
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Es seien in dem gegebenen Kegelschnitte /u Fig. 22., wie hier immer, die 

Puncle j4, A' und Q fest; stellen wir uns zu den drei Geraden qq\ qtf* und 

q'c/'* die- drei Kegelschnitte ir, V und or'' construirt vor, welche die drei 

festen Puncte A^ A' und Q enthalten , und schneiden sich ferner ir und i^ in p^ 

TT und w'^ in p% tt^ und 7r" in p'\ so sind vermöge der Construction p und y, 

/i' und q\ p'^ und y*' entsprechende Puncte. Die Puncte ö, a' und a'' sind 

die Durchschnitte von QA*, die Puncte ^, &' und 6^^ die Durchschnitte von 

Q^, und die Puncte c, c* und c^' die von ^^' mit den Seiten des Dreiecks 

qq'q'*^ Man kann nun in q'q^' und qq'* die Puncte a und a\ b und 6^, c 

und c' zu entsprechenden Puncten zweier projectivischen Geraden nehmen und 

zu irgend einem Puncte d von q'q" den entsprechenden Punct df in qq^ finden, 

und es ist alsdann 

{a. c, Ä, J) = (a', r', b\ d'). 

Diese beiden projectivischen Geraden erzeugen einen Kegelschnitt o^ welchem 
die beiden Dreiecke QAA^ und q'^dd! umschrieben sind; folglich Jiegen 
nach S. 173 die Ecken dieser Dreiecke in einem zweiten Kegelschnitte a^ Femer 
kann man a und a!\ h und V\ c und c^^ zu entsprechenden Puncten der 
projectivischen Geraden q'q'^ und qq' nehmen und zu jenem Puncte d 
in q^ q^' den entsprechenden Punct d'* '^^99^ finden, so dass 

und es sind hier die beiden Dreiecke QAA^ und qfdd'^ einem Kegelschnitte ß 
umschrieben, folglich auch einem Kegelschnitte ßf eingeschrieben. Aus den 
beiden Gleichungen folgt aber 

(,a\c\b',d!)^{^a'\e\b'\df% 
d. h. die beiden Dreiecke QAA^ und qd! df^ sind einem Kegelschnitte y 
umschrieben , also auch einem Kegelschnitte y* eingeschrieben. Es ist zu be- 
merken, dass die Wahl des ersten Punctes d in q'q*^ ganz beUebig ist, und 
dass jedem Puncte d bestimmte Puncte d' und d^^ entsprechen. 

Da die drei Kegelschnitte a\ ßf und <}/ durch die drei Puncte Q, A 
und A' gehen, so entsprechen ihnen nach unserer Construction der Reihe nach 
drei Geraden N, N* und N**\ und sind rf, rf' und rf" die entsprechenden 
Puncte von d^ df und df\ so dass also 6 in 7^\ 6^ in ir^, S^* in ir liegt, so ent* 
halten offenbar 

Die Geraden N die Puncte p^*» 6*^ und d. 
Die Geraden N* die Puncte p\ 6^ und rf. 
Die Geraden N'* die Puncte p. 6' und d^'. 
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Sind mehr als drei Kegelschnitte gegeben, so wird der Beweis fort- 
laufend ebenso gefuhrt. 

fV erden also einem gegebenen Dreiecke QA A' beliebige n Kegelschnäte 

umscfmeben , und man berücksichtigt die n Puncte p, p^, p^^ , m welchen 

je zffoei^ nach der Reihe unmittelbar auf einander folgende Kegelschnitte 
sich schneiden^ so lassen sich unzählige n-JEcke so beschreiben f dass ihre 
Seiten der Reihe nach durch jene Puncte gehen, und dass ihre Ecken der 
Ordnung nach in jenen Kegelschrutten liegen. 

5. Es seien in Fig. 23., wieder in einem Kegelschnitte /U, die beiden 
festen Puncte A und A' gegeben, um die sich die Sehnen von AO und A^C 
Yon fJL drehen, während ihr Durchschnitt B' eine Gerade N beschreibt, m 
wird bekanntlich der Durchschnitt y von AC und A^O einen Kegelschnitt ir 
durchlaufen, der die Puncte A und A* und die beiden Pole Q und P von 
AA' und N in Bezug auf /x enthält Es ist nun By oder b* die Polare von 
Bf^ und da sich B^ in der Geraden N bewegt, so dreht sich bekanntlich b* 
um den Pol P von N und es liegen nach bekannten Sätzen über das einem Kegel- 
schnitte eingeschriebene Viereck, die Puncte Q, y und Bf stets in einem Strahle 
& Die beiden projectivischen Strahlenbuschel P und Q erzeugen den Kegel- 
schnitt TT, und jede zwei in einem Puncte y von tt sich schneidenden Strahlen 
b und b* sind entsprechende Strahlen von Q und P. Es ist nun unmittelbar 
ersichtlich^ dass auch N und AA^ projectivische Gerade, und zwar, dass JB^ 
und B entsprechende Puncte derselben sind, wenn sich stets b und N in J^, 
^^und AA' in B schneiden. Die Gerade BB' wird also bei ihrer Fortbewe- 
gung einen Kegelschnitt a umhüllen, der ofTenbar auch die Geraden AA\ 
Nf QA und QA^ zu Tangenten hat. 

Ist insbesondere N die unendlich entfernte Gerade, also P der Mittel- 
punct des Kegelschnittes fi, so wird a zu einer Parabel und die BB^ ist stets 
dem Strahle b parallel; es sind aber b und B entsprechende Elemente der 
•projectivischen Gebilde Q und AA^: 

Sirul also in einer Ebene za?ei projectivische Gebilde, eine Gerade KSf 
und ein Strahlenbuschel Q, in beliebig schiefer Lage gegeben, und legt man 
durch jeden Punct B der Geraden AA^ einen Strahl^ der dem dem Pwicte B 
entsprechenden Strahle h von Q parallel ist, so umhüllen alle diese Strahlen 
eme Parabel, die auch kkf zur Tangente hat. 

Man sehe hier den Anhang No. 24. Ist wieder N die unendlich ent- 
fernte Gerade und /tt ein Kreis, so schneiden sich die Strahlen b und V 
CreUe>8 Joanial f. d. M. Bd. XXXf. Heft I. 11 
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rechtwinklig, und da die BB^ dem Strahle b parallel ist, wird auch die BB' 
auf b^ rechtwinklig sein. 

Liegen z^vei projectwische Gebilde y eine Gerade AA' und ein Stroh- 
knbüschel P, perspeciipisch, und legt man durch Jeden Punci B der Geraden 
AA' einen Strahl, der auf dem dem B entsprecherulen Strahle h' oon P 
serdirecht steht, so umhüllen alle diese Strahlen ein Parabel, die auch AA' 
berührt. 

Es werde der jedesmalige Durchschnitt von -^'C mit N durch B^ beseich^ 
net so wird auch BB*^ einen Kegelschnitt umhüllen, der ebenfalls eine Parabel 
werden kann. Wir wollen dies hier nicht weiter durchfuhren. Es können 
endlich, um eine Parabel zu erzeugen, z. B. auch QA, QAf oder AA* in 
unendlicher Entfernung liegen. 
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1. Sind in einem Kegelschnitte /i Fig. 24. die beiden festen Pande 
A und A* gegeben, ist Q der Pol der Geraden AA* in Bezug auf fi, und 
dreht sich um irgend einen Punct P eine Gerade B Bf, welche die Tangenten 
QA und QA' von ft in B und B' schneidet; zieht man femer von B und Bf 
an fJL Tangenten , welche QA* und QA in Bf^^ und W^ schneiden, und zieht 
die Gerade B*'W^'\ so wird dieselbe einen Kegelschnitt umhüllen, der offenbar 
auch die Geraden QA, QA und AA' zu Tangenten hat Es folgt dies 
unmittelbar aus den entstehenden projectivischea Geraden, denn es sind stets 
B und Bf, B und Bf'\ Bf und Bf\ und folglich auch Bf' und Bf'' enUprechende 
Puncte projectivischer Geraden. Dieser Kegelschnitt hat femer die Polare 
von P in Bezug auf /x, und die Tangenten von fM durch die Durchschnitte 
dieser Polaren von P mit /t zu seinen Tangenten. Letztere beiden Tangentcfi ' 
können auch imaginär werden, wenn P innerhalb der Curve fu liegt 

Zieht man also von za^ Puncten die Tangenten an einen gegebenen 
Kegelschnitt^ so sind sie und die Polaren dieser beiden Puncte m Bezug 
auf diesen Kegelschnitt die TangerUeii eines neuen Kegelschnittes a. 
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Jedem Puncte P entspricht ein Kegelschnitt a^ und alle a haben die- 
aelben drei Tangenten QA, QA' und AA'\ allen Puncten P, die in einem 
Strahle BJB' li^n, entsprechen Kegelschnitte, welche noch eine vierte Tangente 
BKjy gemein haben; jedem Strahle von P entspricht eine Tangente von ou 

Dem Mittelpuncte P von fi entspricht offenbar eipe Parabel, da seine 
Polare in Bezug auf /i, in unendlicher Entfernung liegend» eine Tangente 
derselben ist Es ist leicht, diese Beziehungen weiter auszudehnen. 

2. Wir wollen nun noch den Satz No. 41. rechts im Anhange beweisen. 

Es seien in Fig. 25. drei Puncte P^ P* und P^' gegeben, und in Bezug 
auf sie der Reihe nach dem vorigen $. gemäss die Kegelschnitte ^, ^ und ir^^ 
be^mmt ; es sei p der entsprechende Strahl von PP'^ p^ der entsprechende Strahl 
von P'P*^ und p^' der entsprechende Strahl von PP^\ so haben ausser den 
drei Tangenten Q^A^ QA^ und AA^ noch tt und ^ die p^ ^ und it^' die p*, 
und ir und it'^ die p^^ zur gemeinschafdichen vierten Tangente. Durch die 
Puncte Qt A^ A\ P und P^ lässt sich stets ein Kegelschnitt legen, in Bezug 
auf welchen P und P' projectivische Strahlenbuschel sind, und es kann zu jedem 
Strahle d von P der entsprechende Strahl ^ von P* gefunden werden ; schnei- 
den sich /iund d! xnq^ so sind die beiden Dreiecke QAA^ und PP'q einem 
Kegelschnitte eingeschrieben, folglich nach S. 173. auch einem Kegelschnitte 
umschrieben, und letzterem entspricht offenbar ein Punct x^ der in der Geraden 
p liegt Denn die Kegelschnitte, welche den Dreiecken QAA^ und PP'q 
für verschiedene Lagen von q umschrieben sind, haben dieselbe vierte Tangente 
PP*\ folglich liegen ihre entsprechenden Puncte in einer Geraden, die hier 
die Gerade/? ist; was die Construction sogleich zeigt Eben so kann man durch 
die Puncte Q, A^ A\ P und P^^ einen Kegelschnitt legen, in Bezug auf welchen 
P qnd JP^^ projectivische Strahlenbuschel sind und zu jenem Strahle d von P 
den entsprechenden Strahl ^^ von P** finden. Schneiden sich d und df^ in q'\ 
so sind die Dreiecke QAA^ und PP'^cf* einem Kegelschnitte eingeschrieben, 
folglich auch einem Kegelschnitte umschrieben, welchem ein Punct j entspricht, 
der in der Geraden p'* liegt Es ist nun sogleich ersichdich, dass auch die 
Dreiecke Q^AA! und P'P"(f, wo / der Durchschnitt der Strahlen df und d" 
ist, einem Kegelschnitte eingeschrieben sind, folglich auch einem andern um- 
schrieben, welchem ein Punct l in p* entspricht Die Puncte x, y und z bilden 
ein Dreieck^ dessen Ecken in den Geraden p, p** und p* liegen; die Seite 
xy desselben ist eine Tangente des Kegelschnitts ^r, xz eine Tangente von ir^, 
yz, eine Tangente von tt'': denn nach der Ck>nstruction entsprechen z. B« den 



84 3. ^ Jaeobi, wencUedam geomtimeke Sät^ 



beiden in dem Strahle d liegenden Puncten q und ^ zwei Kegelschnitte^ welche 
die Gerade xy zur Tangente haben » und da in d auch der PuncI P liegt, so 
ist auch xy eine Tangente Yon tt. In der Figur sind nicht alle Linien gezogen 
und nicht aDe Puncte bezeichnet, um sie nicht undeutlich zu machen. Man 
sehe hier No. VI. §. 4. Sind mehr als drei Kegelschnitte x, ^ und «^ ge- 
geben, so wird der Beweis ganz ebenso geführt 

JVerden demnach einem gegebenen Dreisek QkAf beliebte n Ktgeir 
sehmtte eingeschrieben^ und man legt an je zwei, der Reihe nach vnmiUelbar 
auf einander folgende Kegelschnäte eine vierte gemeinschaftliche Tangente 

P* P^» P^^ > ^^ lassen sich unzählige n-Ecke so beschreiben, dass ihre 

Ecken der Reihe nach in diesen Tangenten liegen und dass ihre Seiten 
der Ordnung nach jene Kegelschnitte berühren. 

(Dot SchhM dkMT AblMadluf folfl \m HicWtai Helle.) 
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4. 
Einige geometrische Aufgaben. 

(Ton dem Herrn Prot Ltihmm in Berlin.) 



I. 

JLlie Dreiecke zu finden, deren Seiten und Hohen sich in derselben Einheit durch 
rationale Zahlen ausdrucken lassen. 

Bezeichnen j4, B, C die Längen der drei Seiten, a, b, c He zuge- 
hörigen Hohen, so dass 

1. Aa = Bb := Cc ist, und betrachtet man den C gegenüberliegen- 
den Winkel als einen der beiden spitzen Winkel der gesuchten Dreiecke, 
und die Projection von B auf A als Langen -Einheit, so hat man 

A. wenn der B gegenfiberliegende Winkel auch ein spitzer sein soll: 

2. B»=P-|.o^ 

3. C^ = {A—iy + i^. 

Versteht man nun unter a und ß willkuhrlich zu nehmende echte 
rationale Bruche und setzt 

4. V + a'^il+aay und 

5. (^— l)'.f-ii* = [^-l-f-^ö]», so geben die 
bisherigen Gleichungen, die Werthe für die drei Seiten und die drei Hohen 
durch a und ß ausgedruckt. Es entstehen, wenn 

n den Ausdruck i ^ ^% — ß — bezeichnet, folgende Resultate: 
4«l+ii, Ä-.j_-^. c«j^— ^.-^r-; 

Soll aber 

B. der B gegenüberliegende Winkel ein stumpfer sein, so sind die 
Gleichungen 
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6. JB' = H-a« = (l + aa)«, 

7. C« = (l-^)» + a» = (l=^ + ^fl)* 

und die Foimeln werden zu folgenden: 



C. Ist der B gegenüberliegende Winkel ein rechter, so dass C = a» 
also ß^-.'i. und n^O werden muss, so sind die Formeln folgende: 

1 + «» „ 2a 



A^l; B 



l-o»' " l-o*' 



2« . 2a 

* " s— : — •; e " 1. 



" 1-a*' " l+o** 

Werden endlich 

D. gleichschenkliche Dreiecke über A verlangt, so inuss, wdl dann 
A als die doppelte Einheit erscheint, ass ß genommen werden, und die Re- 
sultate sind 

1-1- a* 



^ z»2 B - (7 



l-o*' 



£s werden diese Dreiecke spitzwinklig, wenn der fiir a zu setzende 
rationale echte Bruch grösser als ^2 — 1, stumpfwinklig, wenn er kleiner als 
}/2— 1 ist 

In Zahlenfällen kann man die sechs Formeln mit ihrem kleinsten, Grene- 
ral -Nenner multipliciren und erhält dann in ganzen Zahlen ausgedruckte 
Werthe för die sechs Längen. 



Es ist ein Winkel ^BCxind in seiner Ebene ein Kreis zürn Mittelpuncte 
B gegeben: man soll in seiner Peripherie die Puncte D finden, för welche 
AD und CD mit BD, also auch mit der Tangente in D gleiche Winkel 
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bilden. (Sind A und C Augen- und Lichtpunct und liegen beide ausserhalb der 
Peripherie, so bestimmt einer der Puncte D den Glanzstreifen, wenn der Kreis 
als Querschnitt eines Cylinders betrachtet wird.) 

Bezeichnet r den Halbmesser des Kreises, 2a den hohlen Winkel ABC, 
a + 07 den W. -^ BD; a — o; den W. CBD; a die Länge BA\ b die BC\ 
(a^ b angenommen) und man stellt sich die Normalen aus A und C auf BD 
vor, so ergiebt sich aus zwei entstehenden ähnlichen Dreiecken folgende Bedin- 
gungs - Gleichung : 

- d cos (a -»-«) — r j^eos(a— «) — r . 

1, ;r-7 r «■■ i — ;— ;: ^ • Oder 

asiii(a-f-ff) &sin(a — ff) 

2. I sina; — (a — &)sma| oosx » (a-t^b) cos aanx 

und es erhellet aus der letztem, dass für jeden ihr genügenden positiven Werth 
von sin o? nur der spitze Winkel genommen werden kann , wenn 

— - sin d? — (a-^b) sina: positiv, und nur der stumpfe, wenn derselbe Ausdruck 

negativ ausfallt; für genügende negative Werthe von sin a: aber ist nur der 
Winkel im vierten Quadranten zu nehmen. 
Wird nun 

3. ■■ c, (a— &)sina « </, (a+ft) cosa « A gesetzt^ 

so entspringt aus 2. 

4. 

und hieraus, 

5. 2c sin o? — J durch z bezeichnet: 

6. z* - 2 [2c» + rf« -. 2ÄT z^ + S(c' + h^)dz - \Ac^-d^ - 4ÄT J» = U. 

Bestimmt man nun A, B und C so, dass diese Gleichung identisch 
wird mit der Gleichung 

7. [z + Az + Ä] [ä' — Az + C] 0, so findet sich 

8. c' + h' = 6^ und, c' — h'=JDi' gesetzt: 

10. C«^-(2D» + rf»1 +*^mid 

zur Bestimmung von A die Gleichung: 

11. ^-4[2II» + ii»]^+16D»(£>* + 2J»)^-645V =0, 



4. sm* X sm' x ^ sm* x -#- — sin « — ^ « 

e <r e fr 
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welche reducirt, also 

4 
12. ^* "" 3 ^^-^* "*" ^'^ ^^^^ y ausgedrückt, in 

13 y* - ^ (D* - rf'/y- ^[54 (cÄrf/ - (D« - d»)*] - 

übergeht 

Letztere Gleichung giebt nur einen reellen Werth fiir y, wenn 

14. 27 (chdy ^ (D" - iP)\ aber drei solche Werthe, 
wenn 

15. 27(cÄJ)*<(D' — «P) ist, und dann ergiebt sich, welchen der. 
selben man auch im letztern Fall nehmen mag, der (nur erforderliche) 
absolute Werth von A aus (12); dann aus (9 und 10) , die zugehörigen Werthe 
von B und C, nachher vier Werthe für z aus (7), n*ämlich aus 

16. z* + ^z + Ä = und 

17. g? — j4z + C = urd endlich die gesuchten vier Werthe för 
X aus (5). 

In dem Falle (14) kommt die Cardanische Formel zur Anwendung; in 
dem Falle (15) aber ist einer der Winkel 9 zu bestimmen, fiir welche 

IQ 54(cW)*-(D»-rf*)* , , 

18. C059) « — ^: — L^ — //«^» ^^^' bequemer 

19. cos| = (5^—^ ist, wozu dann 

aO. y ^ |(D*-rf*)cos| gehört 

Soll die Relation zwischen a^b, a und r ermittelt werden, för welche 
die eine oder die andere dieser Auflösungs- Methoden zur Anwendung kommt^ 
so suche man die Differenz 

21. rf = ( D* — (Py — 27. (chdy oder, bequemer geordnet, 

22. rf = (c»-d»-Ä^)*-27d»Ä*(c'-d*-Ä») — 27J*Ä«(d* + Ä*) 

in ein Product zu verwandeln. Es wird aber 6 nur för einen reeUen Werth 
von f? zu Null, und dieser ist nach der Cardanischen Formel 

23. c» = (dJ + ÄJ)'und da 

(^ — {S + h^y ein Factor von 6 ist, der andere Factor Q aber dann die Form 
d^ + k(^ + l haben muss i^id nur für imaginäre Werthe von t^ gleich Null 
werden kann , so wird Q immer als eine Summe zweier Quadrate, d. h. immer 
positfi' erscheinen, so dass 
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also rf = [c* — (c^ + h^y] Q positiv wird, wenn c* > (d* + h^ und negativ, 
wenn c*>(d'+ h^y ist 

Hieraus und aus (14. u. 15.) geht demnach, wenn man für c seinen Werth 

-^ einfuhrt, hervor # dass« wenn 

24. ^^7-5 — TjTjj ist, die Cardaniscbe Formel, wenn aber 

25- t* < --^ — -r^ ist, die trigonometrische Auflösung der Gleichung (13.) 

in Anwendung kommt. 

In besondem Fällen kann die Losung sehr einfach werden. Man 
erhält z. B. 

I. Für a = Ä aus (2.) 

sin itvszO und auch cos o? «= ; 

a 

also vier Werthe für o:, wenn r cosa<:ö, und 

nur zwei Werthe und 180*, wenn r cos a > a ist; 

U. Für a = 90^ auch unmittelbar aus (2.); 

cos o? = und auch sin 00 = J^, » r ; 

MI. Für 4c» = d»+4Ä* aus (6.): 

z = 0, so wie auch 

z = — [(c + A)* + (r — Ä)^ . flrf; und aus der Bemerkung zu (2.) 

erhellet, dass in diesem Falle nur zwei solche Puncte D existiren; 
IV. Für c' = h?'^(P aus (13.): 

7 = 4 {2cdh^ n. s. w. 
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Geometrische Lehrsätze und Aufgaben. 

CYon Herrn Prof. J. Iraner zu Berlin.) 



1. Lehrsatz, 
yy Ww^ird eine gegebene Fläche F zweäer Ordnung auf ein recht- 
winkliges Coordinaien^ System XYZ bezogen, dessen Anfangspunct A belirhig 
liegt ^ so entstehen in jeder Acce X, Y, Z za^ei Abschnitte, von k bis zu den 
Schnätpuncten mit F genommen^ die beziehUoh durch t und x,, y und y,^ 
z und z, bezeichnet iperden sollen, und femer drei Abschnitte oder Sehnen 
zwischen den Sqhnittpuncten, die a^ ß, y heissen mögen. FFird das recht- 
winklige Coordinaten-Syst^Wr, um den nämlichen festen Anfangspunct A, 
auf beliebige Art herumbewegt , so bleibt der Ausdruck 



f 



«"V j^y/ *'*/' 

constant. " 

Für <)ie Curven zweiter Ordnung findet e?n analoger Satz Statt. 

2. Lehrsatz. 

,f Schneiden sich die drei Diagonalen eines Polyeders con octae- 
drischer Form in einem Puncte D und unter rechten VFirAeTn^ so liegen 
die Fusspuru:te der aus jenem Puncte D auf die Seitenflächen gefällten 
Perpendikel allemal alle acht in irgend einer Kugelfläche.** Oder: 

„ JVerden in jeder i?on drei sich in demselben Puncte D rechtwinklig 

schneidenden Geraden A, B, C z<vei beliebige Puncte a und a, b und ß, c und 

y, eingenommen, gleichviel ob jedes Paar auf gleichen oder auf entgegenge* 

setzten Seiten von D liegen ^ so bestimmen diese Puncte ^ zu 3 und 3, acht 

Ebenen 

aby, acß^ Äca, aßy, bay^ caß, abcy aßy, 

und sodann liegen die Fusspuncte der aus dem Puncte D auf diese acht 

Ebenen gefällten Perpendikel in irgend einer Kugelfläche, und zugleich liegen 

zwölf rruü vier derselben in einer Ebene und somit in einem Kreise. ** 
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]d der Ebene hat maa den einfacheren Sdtz: 

^Schneiden sich die Diagfmalen eines Vierecks recht€mücUg ^ so Hegen 
diß Fmspuncte der aus ihrem Schnütpuncte I> auf die Qier Seiten gefällten 
Perpendikel in einem Kreise.*' (Dabei kann das Viereck convex, concar» odev 
überschlagen sein.) 

3. Lehrsatz. 

Vier beliebige Puncte j4, B, C, D in einer Ebene bestimmen, zu je 
drei genommen, vier Dreieke; durch die Mitten der Seiten jedes Dreiecks 
lege man einen Kreis m, so schneiden sich diese- vier Kreise m in einem und 
deroselbea Puncte P. Femer: die drei Paar Gerade j^j& und CD, AC und 
BD, AD und BC schneiden sich beziehlich in drei Puncten. b, r, dr und der 
durch diese Puncte gelegte Kreis fx geht ebenfalk durch jenen Pnncf P. 

Und ferner: sind Di, Ci, Bi, Ai beziehHch die Puncte, in welcben- 
sich die in den Dreiecken ABC , ABDy ACD, BCD aus den Ecken auf 
die Gegenseiten gefällten Perpendikel schneiden, so bat der nämliche Punct 
P dieselbe Eigenschaft in Rücksicht dieser vier neuen Puncte, d. h. die vier 
auf gleiche Weise bestimmten Kreise mi nebst dem Kreise :/Xx (der durch die 
anzogen Puticte Äi> Ci, di geht) schneiden ^ich. alle in dein nämlichen vorigen 
Poncte P. Ehen so hat dieser nämliche Punct P dieselbe Eigenschaft für dU^ 
Yier neuen Puncte A^t B2, Ca, D^, in welchen die Höhen der vier Dreiecke 
DiCiBi, DiCiAi, DiBiAi, CiBiAi sich schneiden; u. s. w. £, in's Unendliche. 

Liegen insbesondere die vier ursprünglichen Puncte A, B9 C, D in 
einem Kreise M, m liegen die vier Puncte Ai, Bi^ C^, Di in einem gleichen 
Kreise ifcfi, und noch mehr, so sind die zwei Vierecke ABQD und A^BiCiD^ 
symmetrisch gleich und haben den genannten Punct P lijoia Symmetralpunei 
(innern Aehnlichkeitspunct), so dass die vier Greraden AA^, BB^ CC^, DDt 
alle durch diesen. Punct P gehen und durch ihn gehälftet werdeh; eben so die 
Geraden hbi, cci, ddi, MMi, /u/Ui nebst den vier Geraden mmi. Die acht 
Kreise, die vier m und die vier rni, sind alle einander gleich; ihre acht Mittel^ 
fkimcte liegen in ^inem ihnen gleichen Kreise um den Punct P\ und dieser Kreis 
P hat mit dem Kreise M den Punct Mi und mit dem Kreise Mi den Punct M 
zum äussern Aehnlichkeitspunct. Die vier Mittelpuncte m (so wie die vier mi) 
sind die Ecken eines Vierecks, welches dem Viereck AB CD (oder AiBfiiDi) 
ähnlich ist ; die entsprechenden Dimensionen verhalten sich , wie 1 : 2. Die 
Kreise /m und^^i herälbpen einander in P u. s. w. — Die Puncte A2, B2, 0^» D^ 
falUnl faessidi^üch mit dm» «Puncten A, B, C, D zusammen, d. h. letztere sind 
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selbst die Schnittpuncte derH3hen der vier Dreied^e D^QBi, DiCjAu OiBi^i, 

Ct Bi Au so dass also in diesem besondero Falle keio solcher unendlicher 
Fortgang Statt findet, wie oben, vielmehr den zweimal vier Puncten A, B; C, D 
und Dif Cu Biy Ai die Redprocität zukommt, da^ jede Äbtheilung die 
Schnittpuncte der Höhen der durch die andere Abtheilung bestimnateu vier 
Dreiecke ist. 

Liegen die vier Puncte Ay B, Q D beliebig, so findet ferner noch folgende 
Eigenschaft Statt. Zieht man aus jedem Puncte Strahlen nach den drei übrigeih' 
und legt durch die Mitten dieser Strahlen einen Kreis 7», so schneiden sich die 
auf diese Weise erhahenen vier Kreise n ebenfalls in einem und demselben 
Puncte Q^ U, s, w. 

Hierdurch wird ein früherer Satz in diesem Journal (Bd. H. S. 97. Satz 9.) 

erweitert. Berlin, im März 1845. 

4. Aufgabe. 

Folgende zwei Sätze werden allgemein als wahr anerkannt: 

/. ff Dass neun beliebige Ebenen aUemed wenigstens von einer 
Fläche zweiter Ordnung berührt werden.*' 

IL ffDass der Ort der Scheitel aller rechtwinkligen dreiflächigen 
Körperwinkelf welche einer Fläche zweiter Ordnung umschrieben sindf eine 
mä dieser Fläche concentrische Kugelfläche istf die bei den Paraboloiden 
in eine Ebene übergeht. " 

Nun denke man sich ein rechtwinUiges Parallelepipedum (oder auch 
nur einen Würfel) P und nebstdem durch einen beliebigen Pnnct D drei zu 
einander rechtwinklige Ebenen. Alsdann müssen die sechs Seitenflächen voD 
P sammt den drei Ebenen durch. D von irgend einer Fläche F zweiter Ord* 
nung berührt werden (L); und demzufolge müssten dann die acht Ecken E 
von P nebst dem Puncte D — als Scheitel rechtwinkliger dreiflächiger Körper^ 
winkel, die der Fläche J^ umgeschrieben sind — alle neun in einer Kugelfiache 
liegen (H.)* Die acht Ecken E liegen in der That immer in einer Kugel und 
bestimmen sie ; da aber der Punct D beliebig ist, so liegt er im Allgemeinen nicht 
in derselben, so dass also die neun Scheitel, SEnuA D, zusammen weder in 
einer Kugel noch in einer Ebene liegen, was offenbar gegen den Satz (U.) 
streitet. Wie ist dieses Paradoxon zu erklären? 

Es ist zu zeigen, dass dieser Widerspruch nur scheinbar ist und du§ 
er die allgemeine Gültigkeit der beiden obigen Sätze nicht aufhebt. 

Berlin, im April 1846. 








^^MWCC£Aje^^''i^'^/lrvi Af*^ besser nz.^^^ TtSja u^M^iu. 



2^ e^^'/^affoo. 
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6. 

Auflösungen und Beweise einer Reihe von Auf- 
gaben und Lelirsätzen der ebenen Geometrie. 

(Vom Herrn ^. Jaeobi zu Breslau, Premier- Lieutenant a« D.) 
(ScUuM der Abhandlmig No. 3. im vorigen Hefte.) 



lieber eine Reihe von Bezieliiingen der Pole und Polurent 



1. HiS sei ein Winkel M gegeben, M sei sein Scheitel, a und b seien 
seine Schenkel. Stellt man sich diesen constanten Winkel um seinen festen 
Scheitel gedreht vor, so liegen in M zwei projectivisch gleiche Strahlenbüschel 
concentrisch, die folglich einen Strahlenbuschel in Involution bilden, dessen 
zugeordnete Strahlen stets a und h sind. 

Nehmen wir jetzt zwei constante Winkel Mund M* an, deren Scheitel 
il/ und M* und Schenkel a und £, af und b* sind, lassen diese constanten 
Winkel sich um ihre festen Scheitel drehen und dabei den Durchschnitt der 
beiden Schenkel a und af eine Gerade N durchlaufen, so werden sich die 
Durchschnitte von b und b\ af und b, a und b* in drei Kegelschnitten bewegen, 
welche durch die Puncte M und M* gehen. Denn es sind vermöge der Strahlen- 
büschel in Involution a und 6, a^ und b^ entsprechende Strahlen von pro- 
jectivischen Strahlenbüscheln, und da auch a und af entsprechende Strahlen 
solcher Strahlenbüschel sind, weil der Durchschnitt von a und a* in einer 
Geraden fortrückt, so sind ferner b und b', a und V^ b und a^ entsprechende 
'Strahlen dreier verschiedenen projectivischen Strahlenbüschel. Dasselbe gilt 
ofTenbar auch, wenn der Durchschnitt von a und a^ statt in einer Geraden 
N in einem Kegelschnitte sich bewegt, der die beiden festen Puncte M und 

Af' enthält. Hierdurch ist der Satz im Anhange No. 16. bewiesen, nemlich: 
CreUes Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 2. 13 
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Drehen sich zooei beliebige, der Grösse nach um^erärulerliche Winkel 
um ihre festen Scheitel, und beopegt sich der Durchschnitt z(peier Schenkel 
derselben entweder in einer Geraden, oder in einem die festen Scheitel ent- 
haltenden Kegelschnitt, so mrd jeder der aruiem drei Durehschnäte je 
zweier jen^r Schenkel im Allgemeinen einen Kegdschmtt beschreiben^ der 
ebenfalls durch die festen Seheitel geht. 

% Bfan nehme jetzt der Einfachheit wegen an^ dass die Winkel 
{ab) nnd {a^b^) rechte Winkel sind, nenne den Durchschnitt von a und cf 
hier S, und 6^, den Durchschnitt von b und b\ stelle sich 6 in einer Geraden 
N bewegt Tor, und beachte nur allein den Ort des Punctes d^. Die Poncte 
d und d^ sollen zugeordnete Pole heissen. Der Punct d^ beschreibt also 
einen Kegelschnitt, wenn 6 sich in einer Geraden N bewegt, und dieser 
Kegelschnitt ist im Allgemeinen eine Hjperbel: denn vermöge der rechten 
Winkel liegen die zugeordneten Pole des Durchschnitts der Geraden Pf mit 
MM' und des unendlich entfernten Punctes von N in unendlicher Entfernung. 
Der Kegelschnitt geht in eine Parabel über, wenn die Gerade MM' mit der N 
parallel ist, und wird zu einer Geraden, wenn die MM' auf der A^ senkrecht 
steht; was sich leicht zeigt. Wir erhalten dadurch sogleich einige Satie^ die wir 
aufstellen wollen, nemlichi 

Sind in einem veränderlichen Vierecke MSW^ zwei gegenOber/k* 
gende Ecken M und M', bei welchen die JVinkel des Vierecks rechte fVmkel 
bleiben, fest, und bewegt sich die eine Ecke 6 in einer Geraden N, welche 
aufüllA' senkrecht steht, so wird die pierte Ecke 6' eine der N parallele 
Gerade beschreiben. 

Ist eine Diagorujde MM', welche Sehne eine Hyperbel ist und amf 
der einen Asymptote derselben senkreclit steht, eines veränderlichen Vier- 
ecks ^6^6^ fest, sind die FVinkel des Vierecks bei M und Hl' rechte und 
bewegt sich der eine Eckpunct 6' in der Hyperbel, so beschreibt die andere 
Ecke 6 eine auf der zweiten Asymptote senkreclUe Gerade. 

Ist die feste Diagonale MM' eines veränderlichen Vierecks MdM'd* 
Sehne einer Parabel, die auf die Richtung des Durchmessers senkrecht steht, 
bleiben die Winkel bei M und M' rechte und rückt d' in der Parabel fint^ 
so beschreibt 6 eine der Richtung des Durchmessers parallele Gerade. 

Bei der Construction dieses §., welche hier festgehalten werden soll, ent- 
spricht jeder Geraden N im Allgemeinen eine Hyperbel, die durch drei feste 
Puncte geht, den Puncten M und M' und dem unendlich entfernten Durch- 
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schnitte der Senkrechten auf MM^ darch die Puncte M und M*. Allen 
Geraden N, die sich in einem Puncte schneiden» entsprechen Cunren, welche 
noch einen vierten Punct gemein haben. 

3. Nimmt man drei feste Puncte M^ M^ und AP an, die nicht in 
einer Geraden liegen, und sucht zu jedeni Puncte d einer Geraden N die 
zugeordneten Pole 6\ rf'^ und d''' in Bezug auf M und M\ M und Af'^ 
Af' und Af y so beschreiben dieselben drei Kegelschnitte, welche sich paarweise in 
den festen Puncten M^ M' und M^^ schneiden und einen unendlich entfernten 
Punct gemein haben y den man durch die Richtung der Senkrechten aus den 
festen Puncten auf N erhält. 

Legt man durch die Puncte Mf M* und M'* einen Kreis, und ist SS' 
ein Durchmesser desselben, so zeigt sich, dass 6* der zugeordnete Pol von d, 
sowohl in Bezug auf M und M\ als auch in Bezug auf M und M'\ M* und 
Id^ ist Es heissen dann d und d^ gemeinschaftlich zugeordnete Pole in Bezug 
auf je zwei der drei festen Puncte, und wir erhalten Folgendes: 

Die gemeinschaßUchen zugeordneten Pole in Bezug auf je zo^ipon 
drei festen Puncten liegen in einem durch letztere feste Puncte gegebenen 
Kreise^ und die Geraden ^ die jene Pole oerhinden, schneiden sich un Mittel- 
puncte dieses Kreises. 

Sind hingegen nur zwei Puncte M und M^ gegeben , bewegt sich aber 
der Punct 6 in irgend einer Curve /iter Ordnung, so wird sein zugeordneter 
Pol 6* im Allgemeinen eine Curye 27iter Ordnung beschreiben; denn jeder 
Kegelschnitt, der einer Geraden N entspricht, schneidet die Gurre nter 
Ordnung im Allgemeinen in 2n Puncten , deren zugeordnete Pole in der 
Geraden N liegen und auch jener Curve 2 n ter Ordnung angeboren. Einem 
Kegelschnitte entspricht also im Allgemeinen eine Curve 4 ter Ordnung, welche 
zur 3ten Ordnung, zu einem Kegelschnitt oder in eine Gerade übergeht, wenn 
der gegebene Kegelschnitt einen , zwei oder drei von den festen Puncte enthält. 

4. Es seien zwei Systeme M und M^ von zwei Geraden a und ih 
üf und V gegeben. Schneiden sich (Fig. 26.) a und h im Puncte M^ af und V 
im Puncte A/^ und nimmt man irgend einen Punct d an, so kann zu Mä in 
Bezug auf a und b ein vierter zugeordneter harmonischer Strahl d, und zu 
Af ^d in Bezug auf af und b' ein vierter zugeordneter harmonischer Strahl df 
gefunden werden ; es ist d die Polare in Bezug auf M und df die Polare in 
Bezug auf M* des Punctes d; und ist d' der Durchschnitt der Strahlen d und df, 
so heissen d und 6' zugeordnete Pole in Bezug auf die beiden Systeme M 
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und M^ TOD zwei Geraden. Die Strahlen MS und J (für jeden beliebigen 
Punct d) sind offenbar zugeordnete Strahlen der Involution des Strahlen- 
büschels M, in welchem a und bjiie doppelten Strahlen sind: folglich werden 
jede zwei solche Strahlen il/if und d entsprechende Strahlen zweier concen- 
trisch projectivischen Strahlenbuschel sein; und dasselbe gilt von den Strahlen 
M'6 und d* des Strahlenbüschels M\ Wenn mehrere Strahlenbüschel gegeben 
sind, und es sind in einer gegebenen Reihenfolge jede zwei auf einander 
folgenden projectivisch, so sind es alle unter sich; und dies zeigt, dass, wenn 
6 in einer Geraden N sich fortbewegt, der Punct 6^ im Allgemeinen einen 
Kegelschnitt beschreiben wird. 

Die gegebenen vier Geraden a, b, af und b^ schneiden sich noch in 
den Puncten A, B, C und D, und durch sie wird ein drittes Geradenpaar M*^ 
oder af' und b'* gegeben, welches sich im Puncte M*^ schneidet. Jede Gerade 
N schneidet die Gerade MM' in einem Puncte S, dessen zugeordneter Pol 
der Punct M" ist; der Geraden iV entspricht also ein Kegelschnitt, welcher die 
Puncte M, M' und M" enthält. Die vier Puncte A, B, C und D bilden 
ein vollständiges Viereck, und wenn man in jeder der sechs Seiten desselben, in 
Bezug auf ihre Endpuncte zu ihrem Durchschnitte mit iV, den zugeordneten 
yierten harmonischen Punct sucht, so findet sich dieser in dem der Geraden N 
entsprechenden Kegelschnitt , d. h. in dem Kegelschnitte, den der zugeordnete 
Pol cf von rf beschreibt, wenn der Punet rf in der Geraden N sich bewegt 
Dieser Kegelschnitt, den wir it nennen wollen, ist also durch 9 Puncte gegeben. 
Da aber zu seiner Bestimmung schon 5 Puncte genügen, jene 9 Puncte aber 
dieselben bleiben, man mag den der Geraden JV entsprechenden Kegelschnitt 
in Bezug auf die Geradenpaare M und M\ oder M und ilf '', M' und Af" 
bestimmen, so folgt, dass in allen drei Fällen derselbe Kegelschnitt ^ erzeugt 
wird, und daher, dass, 

TVenn ein pollsiändiges Viereck AB CD gegeben ist, M, M' und M" 
die Durchschnitte der drei Seitenpaarc sin/ly und man bestimmt zu irgend 
einem Puncte 6 zu den drei Seitenpaaren die drei Polaren, weiche in einem 
Puncte <f sich schneiden^ und es bewegt sich ä in einer Geraden N: so wird 
der Punct rf' im Allgemeinen einen Kegelschnitt tc beschreiben. 

Jeder Geraden N entspricht ein Kegelschnitt or, und alle diese Kegel* 
schnitte schneiden sich in drei festen Puncten M, M' und ilf ; allen Geraden 
N^ welche sich in einem Puncte schneiden, entsprechen Kegelschnitte, die 
einen vierten Punct gemein haben. 
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Der unendlidi . entfernten Geraden N^ entspricht ein Kegelschnitt ^, 
und jedem Puncte von 91/ ein Punct von A'^ Liegt daher, der Punct S, in 
weldiem sich eine Reihe von Geraden Anschneiden» innerhalb des Kegelschnittes 
if, so sind die jenem N entsprechenden Kegelschnitte alle Hyperbeln ; sie sind 
Hyperbeln und eine Parbel, wenn d ein Punct von it* ist, hingegen Ellipsen, 
Hyperbeln und zwei Parabeln, wenn ^ ausserhalb von rt' liegt; denn es sind 
alsdann von 6 an den Kegelschnitt ir' zwei Tangenten mögUch, und jeder 
entspricht eine Parabel. 

5. Nimmt man jetzt drei von einander unabhängige Systeme M, M' 
und M'* von zwei Geraden gegeben an, und bestimmt zu irgend einem Puncte 
6 in Bezug auf M und M\ M und M'\ M' uud M** die zugeordneten 
Pole d', 6^' und 6*'% so werden dieselben drei Kegelschnitte beschreiben» wenn sich 
tf in einer Geraden N bewegt. Die von cf' und cf" erzeugten Kegelschnitte 
haben offenbar den Punct ilf gemein; sie schneiden sich also nothwendig noch 
in einem Puncte, können aber auch noch drei Puncte gemein haben. Sind der 
Reihe nach d, df und d" die drei Polaren des Punctes 6 in Bezug auf M^ 
M' und M*\ so werden sich in jedem dieser drei Puncte die Polaren J, d* 
und df* schneiden , folglich fallen in ihn die zugeordneten Pole eines Punctes 
d'in Bezug auf jede zwei der drei gegebenen Systeme zusammen» und hieraus 
zeigt sich» dass 

Die gemeinschaßUchen zugeordneten Pole in Bezug auf je zwei i^on 
drei gegebenen Systemen von zwei Geraden im Allgemeinen in einer Curpe 
3ier Ordnung liegen. 

Wenn die beiden Geraden jedes der Systeme M, M' und M" durch 
zwei Puncte A und B gehen » so wird die Curve 3 ter Ordnung offenbar in die 
Gerade AB und in einen Kegelschnitte übergehen; denn jeder Punct von 
AB hat einen gemeinschaftlichen zugeordfieten Pol für die drei Systeme in AB. 

6. Wir wollen jetzt in Fig, 27. ein System M von zwei Geraden a 
und h und einen Punct M' gegeben annehmen und zu allen Puncten 6 einer 
Geraden N die zugeordneten Pole ^ bestimmen. Es liegen letztere offenbar im 
Allgemeinen in einem Kegelschnitte, der die Puncte ili^und NV enthält; dieser 
Kegelschnitt geht aber noch durch einen dritten festen Punct cT, der von der 
Lage der Geraden unabhängig ist» und den man erhält, wenn man zu dem 
Durchschnitte S der Geraden MM,* und N den zugeordnetea Pol sucht. 
Allen Geraden iV entsprechen also wieder Kegelschnitte» die durch drei feste 
Puncte gehen. 
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Der unendlich entfernten Geraden N' entspricht ofienbar eine Hyperbel 
«^, welche nolhwendig gleichseitig ist: denn schneidet in Fig. 27. die Gerade 
N das System der beiden Geraden M in den Puncten ^ und B, so halbirt 
die Polare d des unendlich entfernten Puncts von JV in Bezug auf M die Gerade 
j4B, und es giebt awei auf einander senkrechte Richtungen , für welche d auf 
j4B senkrecht stehen und für welche also auch die Polare df von M' der d 
parallel sein wird. In Folge einer bekannten Eigenschaft der Hyperbel, dass der 
Abschnitt einer Tangente zwischen den beiden Asymptoten durch den Beruh- 
rungspunct halbirt wird» ergiebt sich, dass. 

Wenn a und b die beiden Asymptoten sind^ ihr Durchschnüt M der 
Mittelpunct einer Hyperbel imd N irgend eine Tangente derselben ist, die 
sie im Punkte z berührt, und man zieht von irgend einem festen Puncle W 
eine Senkrechte cuifN^ welche die Mx in einem P artete y schneidet: dass dann 
der Punct y eine gleichseitige Hyperbel beschreiben wird, wenn die Gerade N 
als Tangente der gegebenen Hyperbel fortrüclct. 

Es wird stets dieselbe gleichseitige Hyperbel beschrieben, die zum Grunde 
gelegte Hyperbel sei welche man will, wenn sie nur dieselben beiden A^m- 
ptoten a und b hat, und wenn nur der Punct M* fest bleibt 

Wir konnten nun noch zwei Puncte und ein System von zwei Geraden, 
oder einen Punct und zwei Systeme von zwei Geraden zusammen betrachten ; 
was jedoch unterbleiben mag. 

7: Man nehme jetzt wieder zwei Systeme M und M^ von zwei Creraden 
an, und setze voraus, dass sich der Punct 6 in einer Curve i»ter Ordnung 
bewegt, so wird sein zugeordneter Pol cT im Allgemeinen eine Cur\'e 2/iter Ord- 
nung beschreiben : denn jeder Geraden N entspricht ein Kegelschnitt ic, wel- 
cher der Curve nter Ordnung in 2/i Puncten 6 begegnet; folglich liegen die 
zugeordneten Pole derselben in der Geraden jV, und jede Gerade N schneidet 
daher die nun entstehende Curve in 2n Puncten. 

Jeder Curve 9 pon der n ten Ordnung entspricht im Altgemeinen eine 
Curve ^[; von der 2nten Ordnung. 

In Fig. 26. die wir hier zum Grunde legen, schneiden sich nadi ^ 4' 
alle Kegelschnitte 7t, welche den verschiedenen Geraden ^ entgprerhen, in den 
drei festen Puncten M, M' und M'\ welche Hauplpuncte genannt werden, und 
diese Hauptpuncte sind nfache Puncte der Curve i|; von der 2/sten Ordnung: 
denn da eine Gerade N die cp nur in n Puncten schneidet, so wird ihr ent- 
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sprecheoder Kegelschnitt « auch der Curve 1}; nur in n statt in 4n Puncten 
begegnen 9 und es liegen daher 3n Puncte in den Pancten M, M' und M^^. 

Jeder Tangente N von 9 entspricht nun oflenbar ein Kegelschnitt tt^ 
der die Curve t|i in einem Puncte herfihrt, und da hekanntlieh an eine Curve 9 
von der nten Ordnung von einem Puncte aus im Allgemeinen n{n — 1) Tan- 
genten möglich sind 9 so lassen sich durch die drei Hauptpuncte und irgend 
einen beliebigen vierten Punct im Allgemeinen n(/i*— 1) Kegelschnitte ir legen, 
welche die Curve i|) von der 2/iten Ordnung berühren. Den n (/»—!) Tan- 
genten von 9)9 welche einer gegebenen Richtung parallel sind» entsprechen 
Kegelschnitte iCy die sich in einem Puncte desjenigen Kegelschnitts ir' schneiden, 
welcher der unendlich entfernten Geraden JV' entspricht Wir wissen, dass die 
Bfittelpuncte aller Kegelschnitte, welche sich in 4 Puncten schneiden, im Allge- 
meinen wieder in einem Kegelschnitte liegen , der durch die Halbirungspuncte 
der 6 Seiten des allen Kegelschnitten gemeinschaftlich eingeschriebenen vollstan* 
digcn Vierecks geht Legt man also durch irgend einen Punct v und durch die 
drei festen Puncte M, M' und M'^ die /i (n — 1) Kegelschnitte, welche die 
Curve xj; berühren, so liegen die Mittelpuncte jeder solchen Gruppe von Kegel- 
schnitten in einem neuen Kegelschnitte a, und alle diese Kegelschnitte a 
gehen durch drei feste Puncte, durch die Halbirungspuncte der Seiten des Dreiecks 
MM* M*\ Es liegen daher die Mittelpuncte aller KegelschniUe, welche a|' 
berühren, in einer Curve^ die von jedem Kegelschnitte a in /i (n — 1) Puncten 
geschnitten wird, und da alle diese a durch drei feste Puncte gehen, so folgt 
umgekehrt, dass 

Die Miitelpunete aller Kegelschnitte it, tvelche die Curpe \^ iH>n der 
Snt^f» Ordnung berühren, in einer Cun^e 9 pon der 2n(n — l)ten Ordnung 
liegen. 

Diese Curve 91 hat also im Allgemeinen 2n(u — 1) unendlich ent- 
fernte Puncte, d, h. es liegen 2n{n— 1) Mittelpuncte jener Kegelschnitte in 
unendlicher Entfernung. 

Unter den Cwven w, welche die Curoe i|; berühren^ sind im AlJge- 
meinen p und höchstens 2n(n — 1) Parabeln. 

Um eine Parabel zu erzeugen, ist aber erforderlich, dass die ihr ent- 
sprechende Gerade N den Kegelschnitt tt' berühre; alle Tangenten der Curve 9 
welche die obigen Parabeln en&eugen, werden daher auch den Kegelschnitt tt', 
welcher der unendlich entfernten Geraden entspricht, berühren. Die Lage 
von «' gegen 9 ist ganz beliebig und es zeigt sich, dass 



100 6. Ä. Jacobiy verschiedene geometrieche Sab». 

Eine CuTPe 9 von der nien Ordnung und irgend ein Kegelschnät 
im Allgemeinen 2n (n — 1) gemeinschafiUche Tangenten haben. 

8. Nimmt man an, die Curve 9 sei ein Kegelschnitt, so wird im 
Allgemeinen a|; eine Curve von der 4ten Ordnung werden, und man erhält 
leicht diejenigen Beziehungen wieder, die wir in VI. $. 3. aufgestellt haben. 
Wir wollen noch Einiges über die drei Hauptpuncte M, M' und M** Fig. 26. 
sagen, welche jetzt zu Doppelpuncten der Curve a|) werden. Schneidet der 
Kegelschnitt 9 die Gerade MM* in zwei Punctcn , so entspricht diesen 
beiden Puncten der Punctil/^^, und die zugeordneten Pole aller Puncte von 
9, die der Geraden MM' zunächst liegen, werden dem Puncte M*' zunächst 
liegen, und es ist leicht zu sehen, dass sich in M'* zwei reelle Zweige der Curve 
\[; schneiden. Ist MM'* eine Tangente des Kegelschnitts 9, so bildet, wie leicht 
ersichtlich, der Punct M*' eine Spitze und es wird offenbar M*' zu einem isolirten 
Punct, .wenn die Gerade MM* dem Kegelschnitte 9 nicht begegnet Dieselben 
Beziehungen sind gültig für den Punct M und die Gerade M* M*', und für 
den Punct M* und die Gerade MM*\ und zwar in Bezug auf die Lage von 
9 gegen diese Geraden. Es können zehn verschiedene Fälle in dieser Beziehung 
Statt finden, nemlich folgende: 

a) Die Curve 9 schneidet alle drei Seiten des Dreiecks MM'M!' in zwei 

reellen Puncten; die Curve a|; hat drei eigentliche Doppelpuncte. 
h) Es schneidet 9 zwei Seiten und berührt die dritte Seite des Dreiecks; 

1p hat zwei eigeudiche Doppelpuncte und eine Spitze. 
c) Es schneidet 9 zwei Seiten des Dreiecks und trifft die dritte Seite gar 
nicht: op hat zwei eigendiche Doppelpuncte und einen isolirten Punct. 
J) Es schneidet 9 eine Seite und berührt die beiden andern Seiten des 

Dreiecks; a|; hat einen Doppelpunct und zwei Spitzen. 
^) Es schneidet 9 eine Seite, berührt die zweite, und trifft die dritte Seite 
gar nicht; oj; hat einen Doppelpunct, eine Spitze und einen isolirten Punct 
y) Es schneidet 9 eine Seite und begegnet den beiden andern nicht; i|; 

hat einen Doppelpunct und zwei isolirte Puncte. 
g^ Es berührt 9 alle drei Seiten des Dreiecks; i[; hat drei Spitzen. 
h) Es berührt 9 zwei Seiten und trifft die dritte gar nicht; i|; hat zwei 

Spitzen und einen isolirten Punct 
/) Es berührt 9 eine Seite und begegnet den beiden andern nicht; \[» hat 

eine Spitze und zwei isolirte Puncte. 
k) Es begegnet 9 keiner Seite des Dreiecks; \p hat drei isolirte Puncte. 
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Diese Fälle sind von Pläcker in seiner Theorie der algebraischen 
Curven angeführt. 

Die Lage von 9 gegen den Kegelschnitt tt', welcher der unendh'ch ent- 
fernten Geraden entspricht , wird die Natur der unendlich entfernten Puncte 
von a|) geben. Wir bemerken hierbei noch, dass ein oder zwei der Haupt- 
puncte il/, M^ ubd M^' in unendlicher Entfernung liegen können. 

9« Man nehme jetzt in Fig. 28. irgend einen Kegelschnitt als gegeben 
an, und lege durch irgend einen Punct P eine Reihe von Sehnen AA\ 

BB\ CC\ desselben, so Hegen die Durchschnitte der Tangenten des 

Kegelschnitts durch die Endpuncte dieser Sehnen in einer Geraden N: der 
Polaren des Punctes J? ( V. §. 6.). Die vier Puncte A^ J5, A' und JB* bilden 
ein vollständiges Viereck, von welchem das eine Seitenpaar in P und die 
beiden andern Seitenpaare in den Puncten y und y^ der Geraden N sich 
schneiden werden, und es ist bekanntlich Py die Polare des Punctes«)/, Py^ 
die Polare des Punctes y in Bezug auf den Kegelschnitt. Halten wir die Sehne 
AA' fest und stellen uns BB^ um den Punct P gedreht vor, so rücken die 
Puncte y und 7/ in der Geraden N fort. Da nun stets die Durchschnitte von 
AB und AB' die Puncte y und y' bestimmen , AB und AB' aber zugeordnete 
Strahlen der Involution des Strahlenbuschels A sind, wenn sich BB' um P 
dreht (V. §.3.), so sind auch y und y* stets zugeordnete Puncte der Invo- 
lution der Geraden N. Hiemach kann man die Gerade N und den Strahlen- 
büschel P als projectivische Gerade ansehen, und jedem Puncte y von N 
entspricht ein Strahl Py^ der die Polare des Punctes y ist. In der Figur sind 
also nach bekannten Sätzen auch a und a\ ß und ß' zugeordnete Puncte der 
Involution von N, wenn z. B. a der Pol von AA' und a' der Durchschnitt 
von AA' mit N ist. Wir erinnern hier an die bekannte Construction der 
Aufgabe: von einem Puncte aus die möglichen Tangenten an einen Kegel- 
schnitt zu legen. 

Es ist nun offenbar auch P der Mittelpunct eines Strahlenbüschels in Invo- 
lution; es sind Py und Py' zugeordnete Strahlen desselben, und es folgt, dass 

Jeder Punct P in der Ebene eines Kegelschrutts der Mittelpunct eines 
Strahlenhiichels in Involution ist; und zwar ist jedem Strahle derjenige Strahl 
zugeordnet, der durch den Pol des erstem geht. 

Jede Gerade N in der Ebene eines Kegelschnitts enthält ein Puncten-- 
System in Involution; und zcpar ist jedem Puncte y pon N der Durchschmtt 
seiner Polaren Py' mit N zugeordnet. 
CreUe-f Jonraal f. d. M. Bd. XXXL Hell 2. I4 
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nie Eigenschaften eines Strahlenbüschels in Involution ergeben, dass 

Durch jeden Punci in der Ebene eines Kegelschnäts zcpei sich rechte 
winklig schneidende Geraden denkbcar sind^ so dass der Pol der einen Geror 
den auf der andern liegt. 

Ist If die unendlich entfernte Gerade, also P der Mittelpunct des 
Kegelschnitt«, so folgt, dass 

Durch den Mtitelpuncl eines Kegelschnäts immer zwei auf eirumder 
senkrechte Durchmesser (die Axen) denkbar sind, so dass der Pal des 
einen auf dem andern Durchmesser Hegt. 

Jede zwei Durchmesser, von denen der Pol des einen der unendfieh 
entfernte Punct des andern ist, werden zugeordnete Durchmesser genannt 
und folglich 

Wird ein System pon drei Paar zugeordneten Durchmessern eines 
Kegelschnitts pon sechs Strahlen in Involution gebildet. 

10. Nehmen wir jetzt zwei Kegelschnitte ^ und fsf als gegeben an, and 
irgend eine Gerade JY, und ist P der Pol von N in Bezug auf fi und P^ der Pol 
von JV in Bezug auf fi\ so entsprechen jedem Puncte <f von N zwei Polaren d 
und d^ in Besug auf fi und fi, die sich um die Puncte P und P^ drehen 
und deren Durchschnitt 6^ im Allgemeinen einen Kegdschnitt x erzeugt^ wenn 
sein zugeordneter Pol 6^ in der Geraden JV fortrückt; denn es ist ^ mit 
beiden Strahlenbüscheln dem Torigen §. zufolge projectivisch. 

Wir konnten nun hier Das wörtlich wiederholen, was über zwei oder 
drei Systeme von zwei Gerade gesagt ist Jedoch hat Solches nur seine volle 
Gültigkeit, wenn die beiden Kegelschnitte sich in vier reellen, oder zwei reellen 
und zwei imaginären Puncien, oder in vier imaginären Puncten schneiden; 
dabei können zwei der Hauptpuncte imaginär werden. Bei andern Lagen der 
Kegelschnitte treten zum Theil andre Beziehungen ein, die leicht zu finden 
sind, und die wir nicht anführen wollen. 

Endlich konnten wir noch Kegelschnitte mit Systemen von zwei Geraden 
oder Puncten zusammenstellen. 
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Beweise der Sätze im Anfange Ho. 47« und No. 52. links, und 
damit zosammeiiliängeiide Beziehungen. 



Es sei Flg. 29. irgend ein Kegelschnitt gegeben. Dreht sich eine Sehne 
jiA^ desselben um einen festen Punct S, und werden von zwei festen Puncten 
P und P^ des Kegelschnitts nach den Puncten ^und A^ Strahlen gezogen, so 
bewegen sich die Durchschnitte x und y von PA* und P^Ay PA und P^ A' 
in einem Kegelschnitte it^ wenn sich AA* um den Punct S dreht ; es folgt 
dies aus V. §. 3. u. s. w. Ist z der Durchschnitt der Tangenten durch P 
und P* an den gegebenen Kegelschnitt ^, so folgt nach den bekannten Be- 
ziehungen eines einem Kegelschnitte eingeschriebenen Vierecks AA^ PP'y dass 
sich die Gerade xy um den Punct z dreht. Die Gerade xy schneidet ^ in 
den Puncten a und 6, und es sind offenbar a und b zn y und x zugeordnete 
harmonische Puncte : die Polare des Punctes b in Bezug auf ir geht folglich 
durch den Punct a. Jedem Puncte S entspricht ein Kegelschnitt le, der die 
leiden festen Puncte P und P* enthält; und rückt «Sin einer bestimmten Sehne 
AA* yon fi fort, so schneiden sich die diesen Puncten S entsprechenden Kegel- 
schnitte TT noch in zwei Puncten x und j. In der vorigen Nummer wurde 
gezeigt, dass der Ort der gemeinschaftlichen zugeordneten Pole in Bezug auf 
drei sich in zwei Puncten P und P* schneidenden Kegelschnitte die Gerade PJP 
und ein Kegelschnitt ist, der hier offenbar der Kegelschnitt fi sein wird. 

Haben demnach drei Kegelschnäte Tt z(vei gemeinschiifthtke Puncte P 
undP*t so ist der Ort der gemeinschaftlichen zugeordneten Pole in Bezug auf 
je zwei dieser Kegelschnitte ein r^uer Kegelschnitt fi, der durch die Puncte P 
und P* geht. Die Geraden ^ (velche je ztvei solche gemeinschaftlichen zur 
geordneten Pole perbinden ^ gehen durch einen Punct z, den Pol der Geraden 
PP' in Bezug auf ii; und in z schneiden sich die Verbindungslinien der 
beiden andern Durchschnitte jeder z(vei der Kegelschnäten it. 

Für einen bestimmten Punct S erhalten wir also einen bestimmten Kegel- 
schnitt TT, der die Puncte P und P* enthält. Liegt S, wie in Fig. 29.^ ausserhalb 
des Kegelschnitts ^: sind also von «San /tt zwei Tangenten möglich, die fi in den 
Puncten Q und Q" berühren : so wird offenbar der Kegelschnitt ir auch durch 
diese Puncte Q und Q^ gehen. Die Polaren der vier Puncte P, P', Q und Q^ 

14* 
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in Bezug auf ^ sind nach unserer G>nstniction Tangenten von ne, und die 
Polaren der Puncte Q und Q^ müssen nach dem obigen Satze durch den PuncI 
z gehen. Der Kegelschnitt tt ist also durch 4 Puncte und 4 Tangenten gegeben, 
und dieselben Elemente enthält ein Kegelschnitt, wenn man anstatt der Puncte 
P und P^ die Puncte Q und Q^ als fest betrachtet und zu dem Puncte z nach 
der obigen Construction den entsprechenden Kegelschnitt bestimmt. Beide 
Kegelschnitte fallen daher in einen zusammen» und es sind folglich auch PS 
und P'S Tangenten desselben; nach dem obigen Satze. Ein Kegelschnitt 
ist aber schon durch 5 Puncte vollständig bestimmt, und die Bedingung, dass 
er eine Gerade in einem gegebenen Puncte berühren soll, gilt für 2 Puncte, 
folglich 

Schneiden sich zwei Kegelschnitte ii und it in 4 Puncten; und 
gehen pon den 8 Tangenten an beide Kegelschnüte durch diese 4 Puncte 
drei durch einen Punct, so geht durch ihn noch eine eierte Tangente, und 
die 4 andern Tangenten schneiden sich auch in einem Puncte. 

Es folgt aber ferner, dass 

Zieht man eon zwei Puncten S und z Tangenten an einen Kegelr 
schnitt fi, die ihn in Q und Q', P und P' berühren, so giebt es einen be- 
stimmten Kegelschnitt tt, der die Geraden SP, SP', ZQ und Z(^ in den 
Puncten P, P', Q und Q' berührt. 

Es sei der gegebene Kegelschnitt P insbesondere ein Kreis Fig 30«; Pund 
P^ seien die festen Puncte desselben und S irgend ein unendlich entfernter 
Punct, die Tangenten SQ und «SQ' an ^ seien also parallel und QQ^ sei ein 
Durchmesser des Kreises. Ist a ein zweiter Kreis, der mit^ concentrisch liegt 
und die PP* berührt und zieht man die Sehnen AA* und BBf von /t 
durch den unendlich entfernten Punct iS, die gleichzeitig Tangenten von a 
sind, so werden offenbar PA und P'A^ PBf und jP'B zu Parallelen und die 
Richtungen dieser Parallelen stehen senkrecht auf einander. Dem unendlich 
entfernten Puncte S entspricht daher eine gleichseitige Hyperbel und es 
folgt, dass 

Die beiden Endpuncte eines Durchmessers und die beiden Endpuncte 
einer Sehne eines Kreises im Allgemeinen in einer gleichseitigen Hyperbel 
liegen. 
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Kf^elscknitte, welche mit einem gegebenen Kegelsclmitt einen 

doppelten Contact liabem 



1. Es seien in Fig. 31. A und A^, B rnd JB', C und C, ent- 
sprechende Puncte zweier projectivischen Vielecke 3/ und M' eines Kegelschnitts 
(V,), so liegen die Durchschnitte von AB^ und A'B^ AO und A^C^.... 
in einer Geraden N. Nimmt man einmal die Puncte B und B' und zweitens 
die Puncte C und C zu festen Puncten und bezieht in beiden Fällen die 
festen Puncte, als Mittelpuncte von projectivischen Strahlenbuscheln , auf die 
ihnen zugehörigen Systeme M und M\ so erhält man zwei Kegelschnitte tt 
und ?r^, die sich in dem Pole p von N und den reellen oder imaginären 
Durchschnitten von N mit der gegebenen Curve ^ schneiden (VI. §. 1). In 
der Figur ist der Durchschnitt y von BA und B'A' ein Punct der Curve ar, 
und der Punct z, der Durchschnitt von CA und OA\ ist ein Punct von tt', 
und es folgt dass die Gerade py durch den Durchschnitt von AA* und BB\ 
also durch den Punct a geht und dass auch pz durch den Durchschnitt 
af von AA* und CC gehen wird. In Bezug auf die Curve or sind B und 
p die Mittelpuncte projectivischer Strahlenbüschel , welche 7t erzeugen, und jede 
zwei, in einem Puncte y von it sich schneidenden Strahlen a und a^^* sind 
entsprechende Strahlen derselben; iii Bezug auf ir' sind Cund^ die Mittelpuncte 
projectivischer Strahlenbiischcl und a* und a*' sind entsprechende Strahlen der- 
selben; in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt werden offenbar B und C 
Mittelpuncte projectivischer Strahlenbiischel sein, von denen a'* und a'" ent- 
sprechende Strahlen sind, wenn man für AA^ irgend eine andere Sehne J)D^ 
EE\.... der gegebenen Curve fi nimmt. Es liegen daher in p zwei pro- 
jectivische Strahlenbüschel concentrisch und a und a^ sind entsprechende 
Strahlen derselben, welche die Geraden BB' und CC in entsprechenden Puncten 
a und af zweier projectivischen Geraden schneiden. Sind also zwei projectivische 
Vielecke M und M' eines Kegelschnitts gegeben und A und A\ B und B\ C und 

C, D und /y, entsprechende Puncte derselben, so werden je zwei der 

Geraden BB' und CC die entsprechenden Puncte verbinden, von allen übrigen 

dieser Geraden AA\ DD', projectivisch geschnitten, und diese Geraden 

umhüllen einen Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt hat mit dem gegebenen 
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einen do pelten Gontac: } was sich zeigen wird, wenn wir beweisen kSnnen, dass 
er und der gagebene Kegelschnitt in Bezug auf die Gerade JV denselben Pol p 
haben. Um dies zu zeigen» siehe man durch den Punct p die Sehnen BD, 
B'jy^ CE und C'E^ des gegebenen Kegelschnitts, so sind auch DD' und EE' 
Tangenten jenes Kegelschnitts g>, der mit /x einen doppelten Contact haben soll. 
Es schneiden sich aber ofTenbar die Sehnen CE' und CE, Biy und B^D^ 
Bff und Djy, CC und EE' in N, und die letztem vier Sehnen BB\ BIV. 
QCfxsxA E»E\ die Tangenten von 9, bilden ein vollständiges Vierseit in welchem 
in Folge der harmonischen Beziehungen zwei Diagonalen in p sich schneiden : 
folglich ist p auch der Pol der Geraden N in Bezug auf den Kegelschnitt 9^ 
und 9 hat mit fx einen doppelten Contact Dieser doppelte Cofitact wird reell, 
wenn von p 9Xk fi zwei Tangenten möglich sind, also die N den Kegelschnitt 
fL in zwei Puncten schneidet; schneidet die N den Kegelschnitt fx gar nichts 
so ist der doppelte Contact imaginär und er geht in eine yierpunotige OsevIatiiNi 
über, wenn N eine Tangente von fx wird. 

Sind also zwei prajectipische Viehoke eines Kegelschnitts gegeben ^ so 
sind die Geraden, welche entsprechende Puncie derselben perbindert, TangerUen 
eines neuen Kegelschnitts, der rrut dem gegebenen einen doppelten Contact hat. 

2. Sind ein Kegelschnitt /ul und drei Sehnen AA'f BB*, CCf desselben 
gegeben, so lassen sich folgende Schema's bilden (V. §. 6.)* 

A, B, C A, Jg, C A^ B"^ C A,S, Cf 

A'jB', C A, R, C' A', B, C ' uf,B, C 

und es folgt daraus , da zwei projectivische Vieleclce durch 3 entsprechende 
Punctenpaare gegeben sind, der bekannte Satz, dass 

Im Allgemeinen 4 Kegelschnitte 'möglich sind, (welche mit einem 
gegebenen Kegelschnitt fi einen doppelten Contact haben und drei Sehnen 
desselben berühren. 

Der doppelte Contact findet in den 4 Geraden der obigen Schemas 
Statt Sind nur zwei Sehnen AA^ und BB* gegeben, so können unaahlige 
Kegelschnitte mit dem gegebenen einen doppelten Contact haben und diese 
beiden Sehnen berühren. Für alle solche Kegelschnitte muss aber 

A, B A, B" 

ITTB" j!Tb 
werden, d. h. die gemeinschaftlichen Beruhrungssehnen dieser Kegelschnitte 
mit dem gegebenen schneiden sich in £w*i festen Puncten x und j. den Duroh- 
sohnitten von AB^ und A^B, AB und A'B" Von jedem der Punete x und 
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tind im Allgemeinen an ^ zwei Tangenten mogUofa» folglich 

iSüui im Allgemeinen 4 Kegelschüäte mdghch, (velche einen gegebenen 
Kegebchnät in einem Punete Pierpunctig osculiren und zwei Sehnen desselben 
berühren. 

8, Da jeden zwei projectivischen Vielecken eines Kegelschnitts Kwei 
projectivifche Strahlenbäschel zum Grunde liegen, so seigt sich^ dass^ 

Wenn in einem Kegelschnitte eine Reihe iH^n Vielecken gegeben ist, 
und jedes mit dem darauffolgenden projectivisch ist, so sind auch das 
erste umd d€Bs letzte und überhaupt Jede z(vei beliebige Vielecke Jener Ttedie 
prqfectipisch. 

Dieser Satz ist sehr vieler Folgerungen fähig und enthält yiele der Re- 
aiiUate^ die man in dem „ JVoit^ des proprietds proJectiQes des ßgures par 
Poncelet^ Scciion IV. Chapüre IL*' findet. Wir wollen einige derselben an- 
fuhren. Es folgt, dass. 

Wenn eine Reihe oon n Kegelschrulten gegeben ist, die mit einem 
andern Kegelschnitt (x einen doppelten Contact haben, und es beengen sich 
n Seiten eines beliehigen peränderlichen (n+ \)^Ecks als Tangenten Jerur 
Kegelschnitte^ während alle seine Ecken in fi fortrücken, so werden die freie 
Seite und alle Diagonalen des (n + 1)-Ecks Kegelschnitte umhüllen^ die mit 
dem gegebenen ebenfalls einen doppelten Contact haben. 

An die Stelle jedes der obigen Kegelschnitte, die mit /i einen doppelten 
CSontact haben, kann ein Punct treten , um welchen sich eine Seite des (n+1)- 
£eki dreht, und es folgt insbesondere, dass, 

Wenn sich alle Seiten, bis auf eine, eines oerärulerlichen Vielecks, um 
feste Punct e drehen, während alle seine Ecken in einem gegebenen Kegel- 
schnitt fx fortrücken» die freie Seite und alle Diagonalen des Vielecks im 
Allgemeinen Kegelschnäte umhüllen, die mit fi einen doppelten Contact haben. 

Sind abo n feste Puncle gegeben, um die sich in einer bestimmten 
Reihenfolge n Seiten eines Tcranderlichen {n+ ])-Ecks drehen, während seine 
Ecken in einem gegebenen Kegelschnitt /x sich bewegen, so umhüllt die freie 
Seite einen Kegelschnitt, der mit /ul einen doppehen Contact hat, und in jedem 
der beiden Berührungspuncte geht die freie Seite in einen Punct« also das 
(ft+D-Eck hl ein n-£ck über. 

Its sind im Allgemeinen zwei n- Ecke denkbar, deren Ecken in einem 
gegebenen Kegelschnitt liegen und deren Seiten in einer gegebenen Ordnung 
durch n feste Puncte gehen. 
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Die ft Puncte lassen sich aber in *^ verschiedenen Rei- 

henfolgen nehmen, folglich sind im Ganzen 1.2.3.... (/» — 1) verschiedene 
n*Ecke denkbar, die der obigen Forderung genügen werden. 

An die Stelle jedes oder aller der n festen Puncte kann ein Kegelschnitt 
genommen werden, der mit dem gegebenen einen doppelten Contact hat, und 
e^ kann verlangt werden, dass eine Seite des n-Ecks ihn berührt Es ist jedoch 
dann genau auf die verschiedenen möglichen Lagen der Tangenten zu achten. 



Gonstractioii Ton GnrTen mit zwei B^facheii PimcteBt 



1. Wir haben in IX. Fig. 29. gesehen , dass in Bezug auf einen gege- 
benen Kegelschnitt /u jedem Puncte S ein Kegelschnitt « entspricht, wenn in /uk 
zwei feste Puncte P und P^ gegeben sind, und den man erhält, wenn man 
um S eine Sehne AA^ von ^ sich drehen lässt und die Durchschnitte x und 
y von P^A und PA\ PA und P*A' bestimmt, die tc erzeugen. 

Stellt man sich um P und P* zwei Sehnen Pa^ und P'a von {i gedreht 
vor, die in allen ihren Lagen unter sich parallel bleiben, so wird aa' im Allgemeinen 
einen Kegelschnitt umhüllen, der mit ^ in der unendlich entfernten Geraden 
einen doppelten Guitact hat, die PP^ berührt, mit fi ähnlich ist und auch mit fi 
concentrisch und ähnlich liegt; dieser Kegelschnitt heisse if. Es ist nun aus der 
Gonstruction von le leicht ersichtlich, dass it zu einer Hyperbel wird, wenn aus 
iSan 9r^ zwei Tangenten möglich sind; es ist ^ eine Parabel, wenn iSein Punct 
von Ttf ist und eine Ellipse, wenn aus «S keine Tangenten an ^ gelegt wer- 
den können. 

Bewegt sich der Punct S in einer Geraden, so entsprechen seinen ver- 
schiedenen Lagen Kegelschnitte tt, welche ausser den beiden Puncten P'und 
jP^ noch zwei reelle Durchschnitte x und y oder zwei imaginäre Durchschnitte 
gemein haben, je nachdem jene Gerade den Kegelschnitt jü schneidet, oder nicht. 

Wenn sich die Sehne AA^ von ^, anstatt um einen Punct S sich su 
drehen, als Tangente einer Curve von der nien Ordnung bewegt, so fragt es sich 
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welche Curve i^ die Puncte a: und y, die Durchschnitte von Pji' und P^A, PA 
und P^A\ wo P und P* feste Puncte von fx bleiben, beschreiben werden? 

Stellen wir uns die ganze Schaar der möglichen Kegelschnitte /?, 
welche mit dem gegebenen Kegelschnitt ^ einen doppelten Confact haben und 
PP* berühren, und vorläufig AA^ als Tangente eines dieser Kegelschnitte /9 
bewegt vor, so beschreibt z. B. der Punctj eine GeiadeiK, welche die gemeinschaft- 
liche Berührungsschne von ß und u ist, und der Punct x alsdann einen durch 
P und JP' gehenden Kegelschnitt. Wir wissen ferner, dass ein Kegelschnitt ß 
und irgend eine Curve 9 von der Alten Ordnung im Allgemeinen 2n(n — 1) gemein- 
schaftliche Tangenten haben (VIII. §. 7.)^ und es folgt hieraus, dass im Allge- 
meinen 2n{n — 1) Puncte a: der Curve a|i in einer Geraden liegen werden 
und dass mithin 

Jeder Ciirce q> von der 2 n ten Ordnurig im Allgemeinen eine Cun^e a|; 
con der 2 n ( n — 1 ) len Ordnung entspricht. 

Der Kegelschnitt, welchen der Punct cc beschreibt, schneidet die Curve ip 
ebenfalls in 2n(n — 1 ) Puncten : da aber im Allgemeinen 4n(n — 1 ) solcher 
Durchschnitte vorhanden sein müssen, so liegen 2/i(n — 1) dieser Puncte in den 
Puncten P und P\ und folglich ist jeder dieser Puncte P und P^ ein n(n — 1)- 
facher Punct. Dies zeigt sich auch leicht > da aus einem Puncte A von fi nur 
n(n — 1) Tangenten an 9 möglich sind und in der Geraden PA nur /i(/i— 1) 
Puncte y liegen. 

Die Curve t/^ von der 2 n ( n — 1 ) ten Ordnung hat also zwei n ( n — 1 ) - 
fache Puncte, 

2. Jedem Kegelschnitte 9 entspricht demnach eine Curve ip von der 
4ten Ordnung, und diese hat zwei Doppelpuncte. 

Die verschiedenen möglichen Lagen des Kegelschnitts cp gegen diie Kegel- 
schnitte ß^ welche PP* berühren und mit ^ einen doppelten Contact haben, 
fuhren zu verschiedenen Aufgaben und Eigenschaften der Curve a|> 4 ter Ord- 
nung. 

\Yenn sich ein Kegelschnitt ß und der Kegelschnitt 9 in einem Puncte 
berühren, so wird auch die gemeinschaftliche Berührungssehne N von ß und 
/[i zu einer Tangente von op. Mit Hülfe der Cur^e a|; lässt sich also, wenn 
man eine Tangente an sie legen kann, die Aufgabe losen: 

Einen Kegelschnitt ß zu construiren^ der mit einem gegebenen Kegel-- 
schnitte ^ einen doppelten Contact hat und eine Sehne PP' desselben nebst 
einem beliebigen Kegelschnitt 9 in einem gegebenen Puncte berührt. 
CreUe'ft Jonrnal f. d. M. Bd. XXXI. Heft % 15 
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Hat ß mit 9 einen doppelten Coctact, so wird die gemeinschaftliche Be* 
rührongssehne von ß ^ind fi zu einer Doppel -Tangente von i|y; und kann diese 
gefunden werden» so ist auch die Auflösung der Aufgabe: 

Einen Kegelschnitt ß zu finden, der mit zwei gegebenen Kegel- 
schnitten fi und 9 einen doppelten Contact hat und eine Sehne PP* des 
erster en fi berührt, 

gegeben u» s. w. Umgekehrt: können diese Aufgaben gelöset werden, so sind 
die ihnen entsprechenden von der Gurve i|) gegeben. Von der ersten Aufgabe 
lässt sich in der That eine einfache Losung geben, die jetzt folgen soll. 
Diese Aufgabe ist mit nachstehender dieselbe: 

Einen Kegelschnitt zu construiren^ der in Fig. 32. mit einem gege- 
benen Kegelschnitt fi einen doppelten Contact hat, die AA' im Puncte z 
berührt und PP^ zur Tangente hat* 

Man suche in AA* in Bezug auf j4 und A^ zu z-den vierten zugeordneten 
harmonischen Punct q^ bestimme die Durchschnitte w und r von AP und A^P, 
AP* und A^Pf so sind die Geraden qcp und qr diejenigen, in welchen die beiden 
möglichen Kegelschnitte mit fi einen doppelten Contact haben, und beide 
Geraden sind audi Tangenten von \|^, welche \{* in den Puncten iv und r berühren. 

Wir bringen hier schliesslich eine Bemerkung Poncelefs in Erinnerung, 
dass z. B. zwei Kegelschnitte, die sich in einem Puncte berühren, im Allge- 
meinen 3 gemeinschaftliche Tangenten haben, und die Tangente durch jenen 
Berfihrungspunct för zwei Tangenten zu nehmen ist. 
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7. 

Gnmdzüge zu einer rein geometrischen Theorie 

der Curven^ mit Anvrendung einer rein- 

geometrischen Analyse. 

(Vom Herrn Dr. Herrman Grtu9mamiy Lehrer der Mathematik zu Stettin.) 



JLIurch Anwendung einer neuen Analyse, welche Ich in einem unlängst 
erschienenen Werke*) In Ihren Grundzügen dargestellt habe, bin Ich zu einer 
neuen Theorie der algebraischen Curven und Oberflächen gelangt, welche sich 
von allen bishcngcn Theorieen über diesen Gegenstand dadurch unterscheidet, 
dass sie alle algebraischen Curven und Oberflächen auf rein -geometrische Weise 
behandelt, In demselben Umfange, wie solche Behandlung den Kegelschnitten 
zu Theil geworden Ist. Versucht man das Princlp der projectivlschen 
Erzeugung, welches Steiner mit so glänzendem Erfolge auf die Behandlung 
der Kegelschnitte angewandt hat^ auch auf Cun^en höherer Ordnungen auszu- 
dehnen, so gelangt man nur zu besondern Cur^engattungen ; nemlich zu den- 
jenigen, welche Möbius In seinem barycentrischen Calcul behandelt hat und 
welche, wenn sie von nfer Ordnung sind, im Allgemeinen durch 3/»— 1 Puncte 
bestimmt werden während die allgemeinen Curven nter Ordnung bekanntlich 

^^^~-- Puncte zu ihrer Bestimmung erfordern **). Jene Curven haben da 

Eigenthümllche , dass sie sich durch blosses Ziehen von geraden Linien con 
strulren lassen***). Da nun diese construirbaren Curven, wenn sie von dritter 
Ordnung sind, durch 3.(3 — 1) d. h. durch 8, hingegen die allgemeinen Curven 
dritter Ordnung durch 9 Puncte bestimmt werden, während die Curven zweiter 
Ordnung beiderseits durch 5 Puncte bestimmt sind, so sieht man, wie die pro- 
jectivische Erzeugung zwar zur allgemeinen Behandlung der Curven zweiter 



*) Die Aasdehoaogtlebre, entcr Theil; enlheltend die lineale Autdebnwigtlehre. Leipiig 1844. 
**) Ich werde io dieser Abbandlnng unl diese besoodeni Canren, auf ihre projeetiTische 
Eneogang oder ihre Erzeugung durch Ziehen von geraden Linien, luritckkoninen. 
***) Vergl. Möbius barycentr. Calcul §. 09. und 70. 

15* 
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Ordnung, aber keinesweges zu der aligemeinen Behandlung der Curven höherer 
Ordnungen ausreicht. Diesem Mangel soll die neue Theorie abhelfen, indem 
sie auch diejenigen algebraischen Curven einer rein geometrischen Behand- 
lung zugänglich macht, welche sich nicht durch blosses Ziehen von geraden 
Linien erzeugen lassen. Der Hauptsatz, auf welchen ich die Theorie gründe» 
findet sich schon in meiner Ausdehnungslehre (§. 145. — 148. )» ohne dass ich 
jedoch dort hätte Baum finden können, um über die Fruchtbarkeit dieses 
Satzes mehr als blosse Andeutungen zu geben. Um indess nicht zu weitläufig 
zu werden t will ich mich hier nur auf Curven in der Ebene beschränken. 
Der SatZy dessen Beweis ich weiter unten geben werde , ist folgender: 
Hauptsatz: Wenn die Lage eines beweglichen Punctes x in der 
Ebene dadurch beschränkt ist, dass ein Punct und eine Gerade, welche 
durch Constructionen vermittelst des Lineak aus jenem Puncte x und 
einer Beihe fester Puncte und Geraden hervorgehen , zusammenliegen sollen 
(d. h. der Punct in der Geraden liegen soll); so beschreibt der Punct x 
ein algebraisches Punct- Gebilde , und zwar vom nten Grade, wenn bei 
jenen Constructionen der bewegliche Punct nmal angewandt ist*)." 

Wenn man nemlich den Punct x mit einem festen Puncte durch eine 
Gerade verbindet, so wird man sagen müssen, dass der Punct x zur Con- 
struction dieser Geraden einmal angewandt sei: wenn femer ein Punct als 
Durchschnitt zweier Geraden erzeugt ist, zu deren Construction der Punct x 
beziehlich amal und ^roal angewandt ist, so wird man sagen müssen, dass zur 
Construction dieses Punctes der Punct x (a+^)-mal angewandt sei: ebenso 
wenn ein Punct, zu dessen Construction der Punct x amal, und ein Punct zu 
dessen Construction er ^ mal angewandt ist, durch eine Gerade verbunden sind, 
so wird zu der Construction dieser Geraden der Puncl x (aH-/9)-mal ange* 
wandt sein; und endlich, wenn die Bedingung, durch welche nachdem ange- 
führten Satze die Lage von x beschränkt wird, von der Art ist, dass ein Pünct 
zu dessen Construction x amal angewandt ist, in einer Geraden liegen soll, zu 
deren Construction x ßmsX angewandt ist, so wird man sagen müssen, dass der 
Punct X im Ganzen (a-(-y?)-mal angewandt sei, und der Satz sagt aus, dass 
dann x ein Gebilde (aHh/8)ten Grades construire. Es seien z. B. (Fig. l.Taf.VI.) 



*) Ich nenne ein Panctgebilde nten Grades ein solches, welclies durch eine Gleiebnng »lea 
Grades stvischen den Coordinaten des TerSnderlichen Panctrs dargestellt ist. Die Ansdrficke Conre 
oder Linie nter Ordnung, ond selbst der Ausdrack georoelriscber Ort nten Grades, lassen nicht diese 
allgemebe Anffassong zo. 
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a^c, e feste Puncte, B und D feste Gerade; man verbinde den Durchschnitts- 
pUDCt der beiden Geraden aca und B mit dem Durchschnittspuncte der bei- 
den Geraden a>e und D durch eine gerade Linie und setze die Bedingung 
fest, dass diese gerade Linie durch den Punct c gehen soll, so sieht man, dass 
bei diesen Constructionen x zweimal angewandt wird, also dass nach dem Satze o? 
ein Gebilde zweiten Grades d. h. einen Kegelschnitt construiren müsste, oder 
mit andern Worten, dass eine Ecke (:r) eines Dreiecks, dessen zwei andere Ecken 
in festen Geraden B und D, und dessen Seiten um feste Puncte a^ c^ e sich 
bewegen, einen Kegelschnitt beschreiben müsste; was bekanntlich der Fall ist. 
Ich werde den allgemeinen Satz, dessen reciproke Umwandlung sich übrigens 
leicht von selbst crgiebt, ableiten, ohne eine Kenntniss der in meiner Äus- 
dehnungslehre niedergelegten Resultate vorauszusetzen. Da derselbe jedoch durch 
die in jener SchriTt entwickelte neue Analyse aufgefunden ist und sich eng 
an sie anschliesst, so werde ich diejenigen Ycrknüpfungsweisen aus jener Analyse, 
welche fiir die Auffassung und Anwendung des Satzes nothweudig scheinen, 
hier aufführen. Dadurch erreiche ich zugleich den Zweck, die Fruchtbarkeit 
der Analyse, welche, wie ich hoffen darf, eine durchgängige Umgestaltung 
der Geometrie und aller auf sie gestützten Wissenschaften (Statik, Mechanik, 
Optik etc.) herbeiführen wird, an einem einzelnen Beispiele zur Anschauung 
zu bringen. Das Eigenthümlichc jener Analyse ist, dass die räumlichen Gegen- 
stände (Puncte, Linien, Ebenen etc.) nicht bloss vermittels irgend eines 
Maasses in Zahlen ausgedrückt und ihrer Lage nach durch Coordinaten bestimmt 
werden, sondern dass die räumlichen Gegenstände selbst zugleich ihrem metrischen 
Werthe und ihrer Lage nach aufgefasst und so als r<iumliche Grossen analy- 
tischen Verknüpfungen unterworfen werden *). An jeder räumlichen Grosse 
erscheint dabei ein Zwiefaches: erstens der metrische Werth derselben (die 
Länge einer Linie, der Flächenraum einer Figur etc.), und zweitens die 



*) Der Erste, welcher eine lYinliche Idee «orgerosst hat, scheint leiftntls gewesen za sein, 
welcher (s. Hugenii aliorumque excercitatuntes maih, et pkiL ed. Uytenlroek fate. IL p. 6.) die Wichtig- 
keit einer rein geometrischen Analjrse (wie er sie auch nennt) irolllconimen erlrannte; aher die geometrisch 
•naljtische Methode, welche «r befolgt, besteht nur darin, dass er nnbelcannte Poncte als solche beieich- 
Brt, ohne die analjlischrn V«rlcnQ|>rangeD , welchen diese Poncte unterworfen sind, aozndrficken. Der 
Erste, welcher wirklich raumliche Grössen Analytischen YerknOpfungen onterwarf, war Jfdftnii, indem 
er in seinem barjcentrischen Caicul Puncte addiren lehrte. Späterhin hat Möhiue in seiner Mechanik 
des Himmels (Leipzig 1843) und in einer Abhandlung in gegenwärtigem Jonrnal (Band XXVIIL) auch 
die Addition gerader Linien und Ebenen behandelt. Ganz onahhingig von ihm ist die Analyse ent- 
standen, welche ich in meiner Aosdehnangslehre dargelegt habe und von welcher ich hier Proben mit- 
theile; obgleich mich der Gang meiner Untersuchungen zu denselben Additionsweisen geftlbrl hatte. 
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Stellung derselben im Räume (die Lage der Linie oder Ebene , die Richtung 
der Linie etc.). Der metrische Werth ist zu dem Begriff der Grösse eben so 
unumgänglich nolhig, wie der der Stellung im Räume zu dem Begriffe der 
räumlichen Grosse. Daher erscheinen die Puncte nur dann als Grossen, wenn an 
ihnen zugleich gewisse Coeflicientea haften , welche den metrischen Werth 
darstellen. Diese Coefficienten , die natürlich auch der Einheit gleich werden 
können, sind auch für Anwendungen auf die Natur (indem sie Gewichte oder 
andere Intensitäten darstellen) von wesentlicher Bedeutung. Die Verknüpfungen 
dieser räumlichen Grössen^ wie sie in der neuen Analyse hervortreten, cnt« 
sprechen nun den algebraischen Verknüpfungen (der Addition, Multiplication, dem 
Potenziiren und den zugehörigen aufhebenden Verknüpfungsweisen) und un- 
terliegen denselben allgemeinen Verknüpfungsgesetzen; zugleich aber gehen 
sie den geometrischen Constructionen in der Art zur Seite, dass jede geome- 
trische Construction durch eine analytische Verknüpfung ausgedrückt und diese 
durch jene dargestellt wird. Zu dem hier vorliegenden Zwecke genügt es, 
den Multiplicationsbegriff aufzustellen, und auch dieser braucht hier nur theil- 
weise und nur ohne Rücksicht auf den besondem metrischen Werth der ver- 
knüpften Factoren und des entstehenden Products arfgefasst zu werden. Denn 
ich werde hier nur solche Gleichungen betrachten, in welchen ein Product 
räumlicher Grossen gleich Null gesetzt wird; wobei offenbar die besondern 
metrischen Werthe der einzelnen Factoren und ihrer Producte gleichgültig 
sind, wenn nur fest steht, ob sie Null sind, oder nicht« Wollte ich jene 
Beschränkung nicht machen, so würden sich bald die festzustellenden Begriffe 
so häufen, dass das vorgesteckte Ziel verfehlt werden würde. Ich verstehe, 
abgesehen von den besondem metrischen Werthen und vorausgesetzt, dass 
Alles in derselben Ebene liege, 

(Def. 1.) 1. unter dem Producte ah zweier verschiedener Puncte a 
und h die durch sie hindurchgelegte gerade Linie ah\ 

(Def. 2.) 2. unter dem Producte AB zweier verschiedener gerader 
Linien A und B ihren Durchschnittspunct ^); 

(Def. 3.) 3. unter dem Producte Ab oder hA einer Linie A in 
einen Punct 6, der nicht in ihr liegt, verstehe ich einen Flächenraum, welcher« 



*) Ich werde in dieser Abhandlong die PoDcto mit kleinen lateiniscben « die Linien mit 
lateinischen nnd die Zahlgrössen im Allgemeinen mit griechihchen oder kleinen denltchen 
Bndistsben beteichnen^ nur die Bncbstsbcn » nnd m werde ich sncb för Zahlgrtoen gebrauchen. 
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mit einer andern Grosse multiplicirf, nur dann Null giebt, wenn diese andere 
Grösse selbst Null ist^); 

und ich setze diese Producte dann, und nur dann Null, wenn die Fac« 
toren zusanomrnUegen, d« h. 

(Def. 1.) 1. wenn die Puncte a und b zusammenfallen; 

(Def. 2.) 2. wenn die geraden Linien j4 und B (als unendliche gedacht) 
xusararaenfallen , 

(Def. 3.) 3. wenn der Punct b in die Gerade A (diese als unendlich 
gedacht) fallt; und indem ich diese Producte Null setze, will ich damit 
zugleich ausdrücken, dass sie, mit irgend einer beliebigen Grosse multiplicirt, 
das so entstehende Product gleich Null machen '^'^). Die genauere Bestimmung 
dieser drei Multiplicationsarten , in welcher auch die metrischen Werthe berück- 
sichtigt sind, habe ich in meiner oben angeführten Schrift gegeben und dort 
zugleich diese Verknüpfungsart auf streng wissenschaftlichem Wege als Mul- 
tipL'cationsarten nachgewiesen. Doch hoffe ich auch, dass die in dieser Ab- 
haridlung sich ergebenden Resultate schon hinreichen werden, um die Auffassung 
jener Verknfipfungsweisea, als multiplicativer, wenigstens zweckmassig erscheinen 
zu lassen. Da bei den hier zu betrachtenden Producten aus mehreren Factoren, 
wie ich hernach zeigen werde, die Ordnung der Factorcn und die Art, wie 
sie zu besondern Producten verbunden sind, nicht gleichgültig ist, so halte ich 
stets fest, dass, wenn die Factoren eines Productes durch keine Klammern 
zusammengefasst sind, die Multiplication stets von der Linken zur Rechten 
fortschreiten soll, d. h. also der erste (am weitesten links stehende) Factor mit 
dem zweiten multiplicirt werden soll, das so gewonnene Product mit dem 
dritten, und so fort bis zum letzten (am weitesten rechts stehenden) Factor bin. 
Man betrachte beispielsweise das Product abCdEf, ^o drückt dasselbe eine 
Linie aus, welche dadurch construirt wird, dass (Fig 2.) der Punct a mit 
b geradlinicht verbunden wird; der Durchschnitt dieser Verbindungslinie und 
der Linie C mit dem Puncte d, und der Durchschnitt dieser Verbindungslinie 



*) Es stellt oemlieli ein aolches Prodacl bloss eineo metrischeii 'Werth dar; die Besondf rbeit 
dictet Werlhcs ist hier gleichgflUig; es kommt nar dsraaf an, «rann ein Prodact, welches diesen Werth 
sls Factor enlhill, Noil wird; nnd in dieser Bexiehang rerbSit sich jener nelriscbo Werlh wie eine 
Zahlgrösse, die nicht Nnll ist| worin dann die im Texte angegebene Bestimmung liegt 

**) Hierbei ist festzuhalten, dass der Ausdruck } nie als GrlVsse Terstanden werden dsrf, sondern 
als blosse Grünsform. Hilt man dies iikAl fest, so ?erscb windet die AllgemeingAltigkeit der meisten 
sigebrsiseben Sitte. Hingegen kann das Imaginiro allerdings als Grtae genommen werden, indem es 
dtoselben Terknfiplungsgesetsen unterliegt, wie allo'Gr9ssen. 
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und der Linie E mit dem Puncte / verbunden wird; dann, wird die zuletzt 
gezogene Verbindungslinie durch das Product abCdEy dargesXeWt Es leuchtet 
ein, dass man zwar die zu einer geraden Linie verbundenen Puncte (hier a 
und b ) , oder die in einem Puncte sich schneidenden Linien, iais Factoren ver- 
tauschen kann^ ohne das resuhirende Gebilde (abgesehen von seinem metrischen 
Werthe) zu ändern, aber dass man sonst im Aligemeinen keine Yertauschungen 
vornehmen darC ohne Aenderung des Ergebnisses: denn wird z. B. C und £ 
vertauscht« so liefert die Construction eine ganz andere Linie ; wie man sogleich 
aus der Figur sieht, in welcher die Construction, durch welche das Product 
ab EdC/ evMgty durch punctirte Linien angedeutet ist. Bezeichnet o? einen 
beweglichen Punct, X eine bewegliche Gerade, so ist 

1 Aa: = oder aba:=^0 

die Gleichung einer geraden Linie, indem sie nach der Definition 3. ausdrückt, 
dass der Punct x in der geraden Linie A oder ab liegt; 

2 aX=0 oder ABX=0, 

ist die Gleichung eines Punctes als eines von der beweglichen Geraden X um- 
hüllten Gebildes, indem sie nach derselben Definition ausdrückt, dass die 
Gerade X durch den Punct a oder durch den Durchschnitt der geraden Linien 
A und B geht. Hiernach wird also, sowohl das Punct -Gebilde ersten Grades, 
als auch das Linien -Gebilde eisten Grades durch eine geometrische Gleichung 
ersten Grades ausgedrückt Für die Gebilde, die ein Punct beschreibt, dessen 
Bewegung auf die in dem oben aufgestellten Satze angegebene Weise be- 
schränkt ist, lässt sich gleichfalls in jedem besondern Falle die Gleichung leicht 
aufstellen. Denn es sei Aj, irgend eine gerade Linie, welche durch lineale 
Constructionen (d. h. durch Constructionen vermittelt des Lineals) aus ^ und 
gewissen festen Puncten und Geraden hervorgeht, und es sei o? bei diesen 
Constructionen amal angewandt, so wird A^ als ein geometrisches Product 
erscheinen, in welchem ^ amal als Factor vorkommt; und ebenso, wenn 6« ein 
Punct ist, welcher gleichfalls durch lineale Constructionen aus x und gewissen 
festen Puncten und Geraden hervorgeht, und o; dabei /9mal angewandt ist, so 
wird b, als geometrisches Product erscheinen, in welchem a: ßnidl als Factor 
erscheint. Die Bedingung, dass dann der Punct b^ in der Geraden A^g liegen 
soll, wird dann dargestellt .durch die Gleichung 

auf deren linker Seite a: (a-t-/3)-maI als Factor vorkommt. Der Satz 
sagt dann aus, dass das von op construirte Gebilde vom Grade a + /? ist 
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Es bleibt uns somit nur zu beweisen, dass, wenn eine geometrische Gleichung 
Ton der Form (3.)» als geometrische, vom nten Grade ist, d. h. a^ isroal als 
Factor darin vorkommt, dann das von ihm construirte Gebilde gleichfalls vom 
Uten Grade ist, d. h. dass dann die algebraische Gleichung zwischen den 
O)ordinaten von a: gleichfalls vom nten Grade sei. Um dies zu beweisen 
nehme ich zwei feste Richtaxen (Coordinatenaien) A und B an, gleich viel, 
ob rechtwinklige oder schiefwinklige, und ein Maass, durch welches die Coor- 
dinaten gemessen werden *). Wenn man nun nach diesem Richtsysteme (Coor- 
dinalensysteme) die Coordinaten eines Punctes bestimmt und durch das ange- 
nommene Maass misst, so nenne ich die Quotienten diesser Messung, nebst 
der Zahl 1 , oder irgend 3 Zahlen , welche diesen dreien proportional sind, die 
drei Zeiger des Punctes **). Sind nun 9', ap', 1 in diesem Sinne die Zeiger 
eines Punctes, so müssen, wenn der Punct in einer festen Geraden liegen soll, 
die Zeiger, wie bekannt, einer Gleichung von der Form 

4. ag)' + /?t|)' + y = 

genügen. Wir nennen hier a, ßj y die Zeiger der durch diese Gleichung 
dargestellten geraden Linie. Ueberhaupt wird , wenn zwischen 9' und op' eine 
Gleichung nten Grades Statt findet, der Ort des Puncts, dessen Zeiger q>\ 

yb', 1 sind, ein Gebilde nten Grades sein. Wird cp^ =: ^ und ob^ == ^ 

gesetzt und die Gleichung mit ^^ multiplicirt, so erhält man eine homogene 
Gleichung nten Grades zwischen den veränderlichen Zeigern 9, op, X, (welche 
mit 9>^, of)^ 1 proportional sind), d. h. eine Gleichung^ deren Glieder in 
Bezug auf diese 3 Veränderlichen alle vom nten Grade sind, und wir können 
somit und wollen das Punctgebilde uten Grades als ein solches definiren, für 
welches die Zeiger des construirenden Puncts einer homogenen Gleichung nten 
Grades genügen. Die Gleichung (4.) geht dann über in 

5. aq> + ^ap + yx = 0, 

welche ausdrückt, dass der Punct, dessen Zeiger 9, a|;,x sind, in der Geraden 



^ Mao kann aaf jeder Richltze ein eignet Haass annehmen, dorch welcbee die ihr ange- 
hörigen Coordinaten gemessen werden; nnd die den beiden RidiUxen angehSrigen Maasse IcSnnen rer- 
schieden sein (s. meine Ansdehnnngslebre §. 87. nnd 88.) Der Einlachheil wegen nehme ieh jedoch 
beide Maasse als gleich an, wie es gew5bntich geschieht. 

**) Wenn man unter Coordinaten bald Linien bald Zahlen (die Quotienten der im Texte 
angegebenen Messongen) versteht, so kann dies nur Verwirmng henrorbringen, weshalb ich mich geswnngen 
•ah, hier einen nenen Namen (Zeiger) einsufthren^ weshalb ich aber 3 Zeiger eines Ponctes annehme, 
dahr ist der Grand in meiner Aosdehnnngalehre §. 116 nnd 117 10 finden. 
Crelle's Jooraal ff. d. M. Bd. XXXL Hefk 2. 16 
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liegen, deren Zeiger a, ß, y sind. Ebenso können wir als Liniengebilde nten 
Grades solche Gebilde definiren» für welche die Zeiger der umhüllenden 
geraden Linie einer homogenen Gleichung nten Grades genfigen. So z.B. 
wird die Gleichung (5.), wenn 9, jp, Z consfant und a, /?, y Tariabel sind» 
ein Uniengebilde ersten Grades darstellen, und man sieht, dass dasselbe, wie 
gehörig, einen yon der veranderiichen Linie umhüllten festen Punct darsteül; 
nämlich den Punct, dessen Zeiger 9, i|y, ;( sind. Um nun zu dem Beweiie 
des obigen Satzes zu gelangen, kommt es zunädist darauf an, zwei Aufgaben 
zu losen, nämlich die Aufgaben : „aus den Zeigern zweier Puncte, diejenigen der 
hindurchgelegten geraden Linie" und «dus denen zweier gerader Linien diejemgen 
ihres Durchschnittspunctes zu finden/' DieZ^eiger der beiden Pnncte in der ersten 
Aufgabe seien a, h, c und a^, h\ €ft die gesuchten Zager der YerbindungH 
linie seien a», ß,yi so erhalt man aus der Gleichung (5.) die bdden Gleidiiingen 

i aa + b/J -4- cy = und 

durch welche die Verhältnisse der Zeiger a, ß, y bestimmt sind; nämlich es 
findet sich 

7. a:ß:y =zhtf — cV: ca' — a'c : aV — a'6. 
Hiermit ist zugleich die andere Aufgabe geloset, nämlich: wenn a, 6, C 
und a\ f>\ cf die Zeiger zweier gerader Linien und Oj ß,y die ihres Durdischnitta- 
pnnc(s sind, so findet man genau auf dieselbe Weise für a. ß^ y dieselben 
Ausdrucke (7.). Sind nun a, h, c homogene Functionen mten Grades tod 
drei Veränderlichen 9, Xf '^ und a\ h\ ^ homogene Functionen rtten Grades 
Ton denselben Veränderlichen, so sieht man, wie die Ausdrucke für a, /?, 7 in 
(7.) homogene Functionen (i7i+n)ten Grades von denselben Veranderiichen sind. 
Daraus folgt, dass, wenn in einem Producte räumlicher Grossen, in welchem 
nur die beiden ersten Multiplicationsarten vorkommen, nemlich die Multipli- 
cation zweier Puncte und die zweier Linien, die Zeiger einer jeden veränderlidien 
Grosse homogene Functionen dreier Veränderlichen 9, ;t> '4' 'i°^» ^^ ^°^* 
stehende Product gleichfalls zu Zeigern homogene Functionen derselben Ver- 
änderlichen hat, und dass der Grad dieser Functionen die Summe aus den 
Graden der einzelnen Functionen ist, welche die Zeiger der in dem Producte 
▼oriiommenden Factoren ausmachen. Wenn namentlich nur eine Verilnderlichex 
voriiommt, deren 3 Zeiger 9, X, '^^ ^^^^ ^i"^» '^ wird ein riiumliches Product 
^«, welches x amal als Factor und ausserdem nur constante Factoren enthält 
homogene Functionen aten Grades von 9, l^ a|^ zu Zeigern haben; und 



7. Onumaamy xnr geom. neorie der Cürven. 119 

eben 60 wird b^, iq der Formel 3 homogene Functionen ßttn Grades von y, x, 
t|» zu Zeigern haben. Dasselbe würde auch gelten , wenn statt des Punctes o; 
cine Gerade X gesetzt wurde. Die Bedingung nun, dass der Punct b, in der 
Geraden ytf« liegen soll, wird, wenn a^ b, c die Zeiger von b^ sind und a\ b^ cf 
die von ^4^ nach der Gleichung (5.) durch die Gleichung 

8. aof + W + ccf — O, 

dargestellt, und es ist klar, dass wenn a, 6, c homogene Functionen vom Grade 
a und cf, V, if homogene vom Grade ß sind, wie wir gezeigt haben : dass dann die 
Gdeichung (8.) eine homogene Gleichung vom Grade (a+ß) isl^ also das dadurch 
dargestellte Gebilde ein Gebilde vom (a + ^) ten Grade. Der Grad der Glei- 
chung konnte sich nur dadurch vermindern, dass sämmtliche Goeflicienten Null 
wurden; dann würde derselben durch beliebige Werthe von 9, jt, a|> d. b. 
durch jeden Punct genügt und somit die Bewegung des Punctes durch die 
hinzugefugte Bedingung gar nicht beschränkt ; was den in dem Satze gemachten 
Voraussetzung entgegen ist Damit ist denn der obige Satz bewiesen. Auch 
sieht man, dass, wenn mau statt des Punctes rr eine Linie JT setzt, in dem 
Beweise nichts geändert wird; und somit ist der Satz zugleich in seiner reciproken 
Form bewiesen, in welcher wir ihn hier noch einmal aufstellen wollen ; nemlich : 
,, Wenn die Lage einer beweglichen Geraden X in der Ebene dadurch 
beschränkt ist, dass ein Punct und eine Gerade, welche durch Constructionen 
vermittels des Lineals aus jenen Geraden X und einer Reihe fester Puncte 
und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen (d. h. der Punct in 
: der Geraden liegen soll): so umhüllt die Gerade X ein algebraisches 
Liniengebilde, und zwar /iten Grades, wenn bei jenen Constructionen die 
bewegliche Grerade nmal angewandt ist/' 

Dass diese Sätze hier in so bestimmter Form ausgesprochen werden 
durften, ohne zu solchen, in der Mathematik viel zu häufig angewandten 
Zugaben wie „im Allgemeinen '^ u. s. w. Zuflucht zu nehmen, liegt in der 
allgemeinen Auffassung eines Gebildes nten Grades. Wir hätten jener, 
aUe Wahrheiten ins Unbestimmte zerstreuenden Zugabe bedurft, wenn wir 
uns der gewöhnlichen Ausdrücke Curve oder Linie nter Ordnung oder Classe, 
und selbst auch, wenn wir uns des allgemeineren Ausdrucks geometrischer 
Ott Uten Grades hätten bedienen wollen. Unter diesen Ausdrücken ist der der 
Curve der engste, weil er nicht einmal die gerade Linie umfasst; weiter schon 
ist der der Linie uter Ordnung, doch umfasst dieser wiederum nicht einzelne 
Puncte; der letzte Ausdruck geometrischer Ort umfasst zwar beides , auch 

16* 
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wird der Verein zweier Linien mter und nter Ordnung (wenn sie nicht ganz 
oder theilweise zusammenfallen) als geometrischer Ort (m + ii)ter Ordnung 
aufgefasst werden können: aber dennoch gieht es Gebilde nten Grades, welche 
als geometrische Oerter von niederen Graden sind. Dies wird nemlich dann der 
Fall sein 9 wenn die gleich Null gesetzte Function nten Grades, durch welche 
das Gebilde nten Grades dargestellt ist, sich in Factoren zerlegen lässt, welche 
wieder ganze rationale Functionen sind, und von welchen zwei oder mehrere 
einander gleich sind. Setzt man dann diese einander gleichen Factoren Null, 
so wird dadurch ofTenbar der gegebenen Gleichung genügt, und von den Partial- 
gebilden, in welche das ganze Gebilde zerfällt, fallen also zwei oder mehrere 
zusammen. Will man nun aber nur den geometrischen Ort des veninderlichen 
Punctes haben , so hat maii jenes Partialgebilde nur einmal zu setzen, wodurch 
sich der Grad des geometrischen Ortes verringert. 

Ich will nun einige specielle Fälle des allgemeinen Satzes hervorheben, 
um ihn der Anschauung näher zu bringen und um zugleich bestimmter darauf 
hinweisen zu können, wie auf ihm eine allgemeine Curventheorie aufgebaut wer- 
den kann. Doch will ich mich nur auf Punctgebilde beschranken, indem die 
Uebertragung auf Liniengebilde zu sehr auf der Hand liegt, als dass ich sie hier 
auszuführen nSthig hätte. 

Ich habe schon oben gezeigt, wie aus jenem Satze hervorgeht, dass, wenn 
die Seiten einss Dreiecks um 3 feste Puncte a^ c, e sich drehen und zwei Ecken 
desselben sich in festen Geraden B, D bewegen, dann die dritte x einen Kegel- 
schnitt construirt, (Fig. 1.). Die Bedingung, durch welche hier die Bewegung 
beschränkt ist, kann auch so ausgedrückt werden, dass die Gerade axBcDx 
durch den Punct e gehen soll; die Gleichung des Kegelschnittes ist daher 
9. axBcDxe = oder auch exDcBxa^sQ^ 

Man überzeugt sich leicht, dass in diesem Kegelschnitte folgende 5 Puncte 
liegen: a, e, BD, acD, ecB: denn fällt x in a, so wird ax Null (Def. L), 
also auch das ganze Product Null, also wird der Gleichung genügt, d. h. a ist 
ein Punct des Kegelschnitts, und aus demselben Grunde e, femer auch BD 
A. h. (Def. 2.) der Durchschnitt der Geraden B und D; denn es sei Ar dieser 
Durchschnittspunct, so fällt a/r^c 2) wieder in k zurück, und da kk Null ist, 
so wird, wenn in (9.) k statt x gesetzt wird, afcBcDk gleich Null, also auch 
das ganze Product Null, mithin ist k ein Punct des Kegelschnitts. Femer ist 
ist auch acDf was gleich d gesetzt werde (Fig. 3.), ein Punct des Kegelschnitts; 
denn es fällt odBcD zurück in </, also ist adBcDd NuH, folglich auch odBcDde, 
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d. h. d ist ein Punct des Kegelschnitts, und endlich aus demselben Grunde 
auch ecB^ was gleich b gesetzt werde; denn es fällt wieder ebDcB in b^ also 
ist ebDcBb Null, also auch ebDcBba Null» d. h. b ist ein Punct des 
Kegelschnitts. Da nun durch diese 5 Puncte (Fig. 3.) leicht die 5 in der Glei- 
chung (9.) vorkommenden Constanten ausgedruckt werden können, indem B 
durch bkf D durch dk, c durch {ad) (be) ausgedrückt werden kann, so hat 
man zugleich die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher durch 5 gegebene 
Puncte gehen soll, nemlich 

10. aa:(bk) [{ad){bey] (dk) xe == 0. 

Wir können den obigen Satz für Kegelschnitte noch erweitern, indem 
wir sagen : 

,,Wenn die sämmtlichen Seiten eines n-Ecks um feste Puncte sich 
drehen und (ji — 1) Ecken in festen Geraden sich bewegen, so beschreibt die 
nit Ecke (o?) einen Kegelschnitt.** 

Denn stellt man sich die festen Puncte und Geraden gegeben vor, und den 
Punct w in irgend einer Lage, so ergeben sich dadurch nicht nur die Seiten 
und Ecken des n-Ecks der Reihe nach durch blosses Ziehen von geraden 
Linien, sondern es tritt auch, wenn w in der That eine Ecke desselben sein soll, 
die Bedingung hinzu, dass die letzte, durch jene Construction erfolgende Seite 
des n-Ecks wieder durch x gehen muss; und da bei diesen Constructionen 
X zweimal angewandt ist, so folgt, dass x ein Gebilde zweiten Grades, d. h. 
einen Kegelschnitt construirt. Es seien , um dies noch mehr zu veranschaulichen, 

ai, o^, On die festen Puncte, um welche sich der Reihe nach von der Ecke 

X aus, etwa nach rechts herum gerechnet, die Seiten des n-Ecks drehen (Fig. 4., 

wo n = 4 angenommen ist), und jB^, B^^ ^n-i seien die festen Geraden, 

in welchen sich ebenfalls von x aus in derselben Reihenfolge genommen die 
übrigen Ecken ausser x bewegen : so wird die Gleichung des Kegelschnitts 

11. xa^BiQ^B^ a„«i5„«iö„a: = 0, 

z. B. wenn n = 4 ist zu 

12. xaiBiO^B^a^B^a^x = 0. 

Um die folgenden Specialsätze noch unmittelbarer aus dem Hauptsatze 
ableiten zu können, will ich denselben noch zuvor in einer etwas andern Form 
darstellen, nemlich wie folgt: 

„Wenn in einem gleich Null gesetzten Producte räumlicher Grossen 
derselben Ebene nur eine veränderliche Grösse als Factor vorkommt, und zwar 
diese nmal und alle übrigen multiplicativen Verknüpfungen, welche in dem 
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Producte vorkoroinen, ausser der letzten*) zo den beiden ersten Arten (DefL 

1. und 2b) gehören^ die letzte aber zu der dritten Art (Def. 3.) gebSrt: so 

beschreibt die Teranderliche Grosse (wenn sie nicht etwa in jeder Lage das 

Product zu Null machen sollte**) ein bestimmtes Gelnlde nten Grades.* 

Ich gehe nun zu den Gebilden vom dritten Grade über. Wenn ein 

Punct op der Gleichung 

13t axBcDopDiCiBiafOiSsO 

unterliegt, so beschreibt er nach dem angeführten Satze ein Gebilde dritten 
Grades d. h. (Fig. 6.): 

M Wenn die Winkel an der Spitze zweier Dreiecke stetig an einem Puncto 
a: liegen und die Grundseiten, wie auch die äussersten Schenkel, um feste Puncto 
c, Ci, a. Gl sich drehen, die Endpuncte der Grundseiten aber in festen Geraden 
B, D, Bi, Dl sich bewegen: so beschreibt die gemeinschaftliche Spitzen; ein 
Gebilde vom dritten Grade.** 

Man kann, wie leicht zu sehen, den Sats zu folgendem Satze ver- 
allgemeinern : 

,,Wenn zwei veninderliche Vielecke eine Ecke w und eine an dieser Edio 
liegende Seite***) gemeinschafUich behalten, während die übrigen Ed^en in 
festen Geraden und die übrigen Seiten um feste Puncto sich bewegen: so 
beschreibt die gemeinschaftliche Ecke ein Punctgebilde dritten Grades, und 
die gemeinschaftliche Seite ein Liniengebilde dritten Grades.* 

Der Anblick von Figur 7 genügt, um diesen Satz auf denf allgemeinen 
zurückführen zu können. Es ist hier für die Theorie der Curven dritten 
Grades von der grossten Wichtigkeit, zu zeigen, dass schon durch die in der 



*) Es «lOM ncmUcli, oach der Art, wie wir dae Prodoet echretbei, ttelt cim 

nalliplieaUfe VerkDÜpTang alt 4i* leiste, des gerne Product bildende cfSchetiiea. 

**) Dieter Fell iritl s. B. ein, wenn ein Ponct • mit den 3 Ecken «« ft, c einet Dreiecks 

verbanden wird und iBe Poncle, worin diete 3 Vcrbindnngdinien die gegenfiberilegenden Seilen A^ M^ C 

tchneideni paerweiee Terbnndcn werden, nnd wenn dann die Bedingong hinnigeRlgt wirdf dett die 3 

Pnncte, in welcher diete 3 leisten Verbindnngdinien die jcdetmalige dritte Seite tdbneiden, in gereder 

Lilie liegen tollen; denn dieter Bedingong wird bekanntlicb Ar jeden Pnnct m genSgt (flg. &). Die 

Gleicbnnc würde dann 

^ l^m A{9hB)C] [«&A(«cC)ii] [seClmmA)B] a 

sein, welche den Pnnct « tomit gam nnbettimnit llttt, obgleich tie beim ertten Anblick ein bestimartc» 

Gebilde 6ten Gradee sn liefern scheint Bei euer aoagefftbrten Cnnrenthcorie wflrden tolcbe FlUs «Im 

betondere Beechtnng Tcrdienen. Um {edoch dnrcb tolcbe Fslle nicht betchrinkt u werdei^ woHea wir 

dann dae Gebilde ein «ten Gradee nennen. 

*^) Wir tagen, datt swei Fignren eine Seite gemeintchafUich haben, wenn eine Seite der 

mit einer Seite der andern In derselben geraden Linie liegt. 
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Formd (18«) gegebene Glochung mid durch die darauf gegründete Gonstruc- 
tion Termittels der gemeinschaftKchen Spttze zweier stetig zusammenliegender 
Dreiecke jedes Punctgebilde dritten Grades erzeugt werden kann; auch dann 
noch, wenn man in (13.) B und Bi zusammenfallen lisst; was ich nun be- 
weisen will. Die in Fig. 6. dargestellte Constroction geht dann über in die 
Ton Fig. 8. 

Moch ist ehe wir zur Discussion übergehen, zu bemeiken, dass man die 
Formel (13.) umkehren kann» ohne ihre Bedeutung tA Sndem» wie man so- 
gleich aus der Figur (Fig. 6. oder 8.) ersieht} sie ist also 

(13.) axBcDxDiCiBixai^ssifi^ oder 

(13.*) a^xBiCxDgxDcBaa = 0, 

wo man dann auch B statt JB| setzen kann, da wir annehmen (Fig. 8.), 
dass beide zusammenfallen. Es lassen sich nun leicht 9 Puncte der erzeugten 
Curve finden. Erstens sind a und ai Puncte der Gurre, weil, wenn w gleich 
a oder qi wird, nach Formel (13.) oder (13/) schon die erste Multiplication 
Null giebt. Zweitens sind BD und BjDi Puncto der Curve, die wir mit 
Ar und kl bezeichnen; denn setzt man in (13.) statt o: den Punct Ar, so giebt, wie 
man sogleich durch die ausgeführte Construction sieht, akB wieder den Punct 
Ar und kcD giebt gleichfalls den Punct k; also ist akBcDk Null, folglich wird 
auch der ganze linksstehende Ausdruck in (13.) zu ^ull, wenn man k statt x 
setzt, d. h. k genügt, statt x gesetzt, jener Gleichung (13.), oder ist ein Punct 
der Gurve. Eben so ergiebt sich aus {\^*)kx als Punct der Gurve. Drittens 
sind acP;jmA OiCj Di Puncte der Cunre, die wir mit d und dx bezeichnen. 
Denn setzt man in (13.) d statt x (Fig. 9.), so fallt adBcD wieder in d 
zurfidc, also ist odBcDd schon Null, und d wird somit ein Punct der Gurve 
sein; ebenso di vermöge (13.*). Viertens sind nun in. Z) und Dj noch leicht 
die dritten Puncte zu finden, in welchen sie die Curven schneiden; die wir 
e und ei nennen wollen. Es sei o? ein Punct in D, aber weder Ar noch d, 
so wird, da axBcJD stets ein Punct in D ist und zugleich x in D liegt, 
axBcDx wieder die Linie D darstellen, und die Gleichung (13) sagt dann aus, 
dass der Ausdruck DDicBxa, Null sein, d. h. DDicB mit x und Oi in 
gerader Linie liegen muss, also wird x in der Linie DDicBoi^ aber nach 
der Voraussetzung auch in D liegen : es ist also x, was wir in diesem Falle 
durch e bezeichneten, gleich DDicBoiD, und aus demselben Grunde wird 
DiDciBiaDi ein Punct (^i) der Gurve sein. Endlich lässt sich zu den bei- 
dea Puncten Ar und kg der dritte Punct in B oder JBi, vorausgesetzt, dass 
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diese beide Linien zusammenfallen, leicht finden. Nemlich, liegt a: in B, ohne 
in k oder ki zu fallen, so fällt aa:B wieder in ap zurück, xcDxDiCi giebt 
die Linie cci und die Gleichung (13) reducirt sich auf cCiBxOi = 0, d. h. 
der Punct cc^B liegt mit den Puncten x und Oi in gerader Linie; was, da x 
in B liegt, nur möglich ist, wenn x in cciB fallt ^); wir bezeichnen diesen 
Punct cciB m\\ f. Es Hesse sich nun schon leicht zeigen, dass man in jeder 
Curve dritten Grades 9 solche Puncte annehmen kann, wie sie sich durch 
obige Constructionen ergeben haben; doch der grossem Einfachheit wegen 
will ich noch annehmen, dass die Puncte k und tj und ebenso ki und e^ (Fig. 9.)» 
zusammenfallen, wodurch also die Linien D und Di Tangenten werden, 
welche die Curve in e und Ci berühren. Fällt nun zuerst e in Ar, so sieht man 
aus Fig. 9. sogleich, dass auch gleichzeitig Ci in D fällt, und ebenso wird c 
in 2>| fallen, wenn Ci in ki fällt. Fig. 9. geht somit in Fig. 10. über. Hier- 
aus folgt nun sogleich, dass jede Curve dritter Ordnung durch eine Gleichung 
von der Form (13) dargestellt werden kann. Denn es sei eine Curve dritter 
Ordnung, oder überhaupt ein Punctgebilde dritten Grades gegeben. Man ziehe 
an zwei Puncten e und Ci der Curve die Tangenten D und D^, welche die 
Curve noch jede in einem Puncte schneiden müssen ; diese Puncte seien d und 
di\ sodann verbinde man die Berührungspuncte e und Ci durch eine Gerade 
B, welche die Curve noch in einem Puncte schneiden muss; dieser sei yi 
Dann ziehe man von y eine willkührliche gerade Linie, welche die Tangenten 
D und Dl in den Puncten Cj und c schneide, ziehe dann die Geraden Cidi und 
cdf deren jede die Curve im Allgemeinen noch in 2 Puncten schneiden wird; 
einen der Puncte, worin Cid^ sie schneidet, nenne man Oi^ einen der Puncte, 
worin cd sie schneidet nenne man a: so hat man nun 9 Puncte (in e und Ci 
fallen jedesmal zwei zusammen), durch welche die Curve dritten Grades im 
Allgemeinen bestimmt ist Die Curve dritten Grades kann bekanntlich durch 9 
Puncte, von denen 6 auf zwei geraden Linien liegen, nur dann nicht bestimmt 
sein, wenn die übrigen drei Puncte, hier a, Oi, f, nicht in gerader Linie liegen. 
Nun kann man aber von jenen 4 neuen Puncten , in welchen die beiden zuletzt 
gezogenen geraden Linien die Curve schneiden, da sie doch nicht alle 4 in 
gerader Linie liegen können, stets wenigstens zwei a und Oj so auswählen, dass 
sie mit y* nicht in gerader Linie liegen; dann hat maii also stets 9 Puncte, durch 



*) VoraoigeseUt ncmlicb, dass m nicbt in BB^ liegt; In diesem Falle wire « onbestimmt, 
die Linie B wire dann selbst sin Tbell des Gebildes dritten Grades. 



7« Oroismann, zur geom. Theorie der Curten. 125 

welche die Curve yollkommen bestimmt isL Da nun das Gebilde dritten 
Grades 

13. axBcDxDiCiBxoi = 

jene 9 Puncte mit der gegebenen Curve gemeinschaftlich hat, so fallen beide 
zusammen. Also kann jede Curve dritter Ordnung durch eine Gleichung von 
der Form (13) dargestellt, oder durch die gemeinschaftliche Ecke zweier 
Dreiecke erzeugt werden , welche ausserdem noch eine an dieser Ecke liegende 
Seite (als unendliche Linie gedacht) gemeinschaftlich haben, und deren andere 
Ecken in festen Geraden, und deren andere Seiten um feste Puncte sich 
bewegen. Geht man also von dieser allgemeinen Eigenschaft der Punctgebilde 
dritten Grades aus, welche auch als Definition der Gebilde dritten Grades 
gebraucht werden kann, so sieht man, wie diese Gebilde sich einer reingeo- 
metrischen Behandlung fügen; ja man sieht, wie sich leicht mechanische Vor- 
richtungen ersinnen lassen, durch welche ein Punct gezwungen wird, irgend ein 
beliebiges Punctgebilde dritten Grades zu beschreiben. Um zunächst noch 
bei den Gebilden dritten Grades stehen zu bleiben, will ich einige andere Er- 
zeugungsarten derselben aus dem Hauptsatze ableiten. Da die Gleichung 

14. {xaA){xbB){xcC)^a 

ein Gebilde dritten Grades liefert, so folgt (Fig. 11.) 

„Wenn drei von einem beweglichen Puncte x ausgehende Strahlen 
sich um drei feste Puncte a, b, c drehen und die Punclp in welchen diese 
Strahlen von einer beweglichen geraden Linie (^X) getroffen werden in drei 
Geraden A^ B, C sich bewegen , so beschreibt der Puncto? ein Punctgebilde 
dritten Grades, und die gerade Linie X ein Liniengebilde dritten Grades.^' 

Das letztere folgt aus der Gleichung 

14.* {XAa){XBb){xCc)=^fi 

Es ergeben sich leicht folgende 9 Puncte als Puncte jenes Punctgebildes 
dritten Grades: a, b, c; AB, BC, CA; abC, bcA, caB, wovon man sich 
leicht durch Construction überzeugt. Fügt man in (14.) oder (14.^) den 
beiden ersten in Klammer geschlossenen Factoren noch paarweise beliebige 
Puncte und Gerade abwechselnd als Factoren hinzu, so dass z. B. aus xaA 
wird xaAaiAi....a^A„, so gelangt man zu folgendem allgemeineren Satze : 

„Zieht man von irgend einer Ecke x eines veränderlichen n-Ecks eine 

Linie nach irgend einer Seite X desselben, und nimmt an, dass alle übrigen 

Ecken in iesten Geraden, und alle übrigen Seiten desselben um feste Puncte 

sich bewegen, während zugleich die von der Ecke x nach der Seite A^ gezogene 

Crefle'i Jooinal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 2. 17 
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Gerade um einen festen Punct sich dreht, und der Pnrict, worin sie die Seite 
X trifTty in einer festen Geraden sich bewegt, so beschreibt der Punct ^ ein 
Punct-, die Linie X ein Liniengebilde dritten Grades.* 

Femer da die Gleichung 

15. {xaAoi) (xbBbi)xc = 

ein Gebilde dritten Grades liefert, so folgt (Fig. 12.) 

vWenn die 4 Seiten und eine Diagonale eine^ Vierecks sich um feste 
Puncte drehen, und die beiden Ecken ^ welche nicht von der Diagonale getroffen 
werden , in festen Geraden sich bewegen, so beschreiben die von der Diagonale 
getrofTenen Ecken jede ein Punctgebilde dritten Grades.'' 

Fügt man in (15.) den beiden ersten Factoren noch paarweise beliebige 
Gerade und Puncte abwechselnd als Factoren hinzu, so dassz. B« uusacaJfOx 
wird xaAaiAia^.... ^m-i^m» so gelangt man zu dem allgemeineren Satze: 

^,Wenn die nSeiten und eine Diagonale eines veränderlichen n-Ecks 
sich um feste Puncte drehen« und die von der Diagonale nicht getrofTenen 
Ecken in festen Geraden sich bewegen, so beschreibt jede von den beiden 
Ecken, die von der Diagonale getroffen werden, ein Punctgebilde dritten Grades.'^ 

Da endlich die Gleichung 

16. xaAbCd^xa) biC^diX = 

ein Gebilde dritten Grades liefert^ so folgt (Fig. 13.) 

„Wenn die Grundseiten zweier veränderlichen Dreiecke fortdauernd in 
gerader Linie stetig aneinander liegen d. h. so liegen, dass, wo die eine aufhört, 
die andere anfängt, und wenn zugleich die Seiten um feste Puncte a^ b, d$ 
&i, Ji sich drehen, die Spitzen aber, und der nicht gemeinschaftliche Endpunct 
einer Grundseite in festen Geraden C, Ci, A sich bewegen, so beschreibt 
der nicht gemeinschaftliche Endpunct der andern Grundseite ein Punctgebilde 
dritten Grades, welches in demjenigen festen Puncte a, um welchen sich die 
gemeinschaftliche Grundlinie dreht, einen Doppelpunct hat/' Letzteres folgt 
leicht, wenn man durch a eine beliebige Gerade D zieht und in ihr einen 
Punct ai setzt, den man in (16) statt des zweiten Factors a einführt, wodurch 
dann (16) übergeht in 

16.* xaAbCd{xai) biCidiX = 0. 

Denn nimmt man nun an, dass der Punct 0| sich dem Puncle a nähert, wäh- 
rend er immer in der Geraden D bleibt, so nähert sich das durch (16.*) dar- 
gestellte Gebilde f dem durch (16.) dargestellten, während a und Oi stets 
Durchschnittspuncte dieses Gebildes mit der Geraden D bleiben. In dem 



7t Orassmamiy zur geam. Theorie der Curven. 127 

Augenblicke, wo Og in a fallt, fallen somit zwei der Durchschnittspuncte der 
Geraden D und der Curve (16.) in a zusammen, und zwar geschieht dies, 
welche Richtung auch D haben mag, was die Idee des Doppelpunctes ist. Es 
leuchtet ein, dass man diesen Satz durch Hinzufügen von Factoren zu (16.) 
verallgemeinem kann , wodurch dann die Dreiecke in Vielecke übergehen. Für 
die Gebilde höherer Grade will ich nur noch ein Paar Sätze hinzufügen« indem 
ich durch die Behandlung der Gebilde dritten Grades schon glaube den Weg 
der Behandlung bezeichnet zu haben, welcher die Gebilde höherer Gerade zu 
unterwerfen sein möchten. Da die Gleichung 

17. axBcDxBiCiDixB^C2D^....ex = 0, 

wenn x darin /imal vorkommt, ein Punctgebilde /iten Grades darstellt, so 
folgt der Satz (vergl. Fig. 6.) 

„Wenn n veränderliche Dreiecke fortdauernd eine gemeinschaftliche 
Spitze X haben , und ihre Winkel an der Spitze stetig aneinanderliegen , wäh- 
rend die übrigen Ecken in geraden Linien fortschreiten, die Grundseiten aber 
und diejenigen zwei Schenkel der Winkel an der Spitze, welche nicht :&weien 
dieser Winkel gemeinschaftlich sirid, um feste Puncte sich drehen, so beschreibt 
die Spitze x ein Punctgebilde (^-Hl)ten Grades." 

Man kann den Satz noch allgemeiner fassen, indem man statt der n 
Dreiekc ^/i Vielecke setzt, welche eine gemeinschaftliche Ecke haben, und 
deren an dieser Ecke befindliche Polygonwinkel stetig aneinanderliegen, während 
alle übrigen Ecken in geraden Linien fortschreiten; und alle Seiten ausser 
denen , welche in den gemeinschafdichen Schenkeln der stetigen Winkel liegen, 
um feste Puncte sich drehen ; denn auch dann wird jene gemeinsehaftliche Ecke 
ein Punctgebilde (n + l)ten Grades beschreiben. Da ferner die Gleichung 

IS. xaAbCd{xa) biCidi {xa) b^Qidi ^^ = 0> 

wenn x darin (n+l)mal vorkommt, ein Punctgebilde (n + l)ten Grades 
liefert, und der Punct a darin nmal als Punct dieses Gebildes erscheint, so 
ergiebt sich (vergl. Fig. 13.) der Satz; 

„Wenn die Grundseiten von n veränderlichen Dreiecken fortdauernd in 
gerader Linie stetig an einander liegen, während die sämmtlichen Seiten um 
feste Puncte sich drehen, die Spitzen aber und eine von denjenigen zwei in 
der Grundlinie liegenden Ecken, welche nicht zwei Dreiecken gemeinschafdich 
sind, in festen geraden Linien sich bewegen, so beschreibt die andere dieser 
Ecken ein Punctgebilde (ii+l)ten Grades » welches in dem festen Puncte o, 
um welche sich die Grundlinie dreht, einen n fachen Punct hat.** 

17» 
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Dass der Punct a ein n Fächer ist, folgt leicht. Denn zieht man darch 
a eine beliebige gerade Linie E und setzt in ihr ausser a noch (n— 1) feste 
Punde af««a..i» welche man nach der Reihe in (18) statt der n Facloren 
a setzte so dass man also erhält 

18.* xaAbCd{xai)biCidy{sca^)b^Ctdf.. i?:rs=0, 

so werden die TiPuncte a^ Oi ^»-i Puncte des durch die Gleichung (18.*) 

dargestellten Gebildes (n + l)ten Grades und da sie zugleich in der Geraden 
£ liegen , so bilden sie nDurchschnittspuncte dieser Greraden und jenes 
Gebildes. Rücken nun in (18.*) die Puncte a....a^j ohne die Gerade E zn 
verlassen, in einen Punct a zusammen, so geht (18/) in (18.) überp und in 
der Geraden E fallen nDurchschnittspuncte derselben mit der Cunre in einen 
Punct a zusammen, und zwar geschieht dies, wie auch die Gerade £ ange- 
nommen werden mag d. h. der Punct a ist ein nfacher Punct Die Gleichung 
(18.) ist zugleich dadurch interessant» dass sie unmittelbar die projectivische 
Erzeugung der Punctgebilde nten Grades, welche einen {n — 1)- fachen Punct 
haben % vor Augen stellt. Denn denkt man sich den Punct x in verschiedenen 
Lagen, so erscheinen fiberall um die festen Puncte Strahlenbuschel und in den 
festen Geraden Puncte, und setzt man diejenigen Strahlen dieser Büschel und 
diejenigen Puncte dieser Geraden» welche aus derselben Lage des Punctes ^ 
hervorgehen, als entsprechende, so erscheint jeder Punct x der Curve als Durch- 
schnitt zweier entsprechender Strahlen (z. B. Fig. 13.) und die ganze Gurre 
erscheint also als Durchschnitt zweier Strahlenbuschel, und es erhellt unmittelbar 
aus der Figur, wie man zu jedem Strahle (aar), welcher dem um den (ti — 1)- 
fachen Puncte (a) liegenden Strahlenbuschel angehört, den ent^rechenden 
Punct (o?) der Curve durch das Ziehen von wenigen [2-(n — 1)] geraden 
Unien findet Hingegen tritt in dem allgemeinen Falle nicht mehr die pro- 
jectivische Erzeugung hervor, indem im Allgemeinen in w mehr als 2 Strahlen 
zosammenlaufen. Jedoch giebt es ausser den Curven f^ten Grades mit {n — 1)» 
fachem Puncte noch andere, welche sich durch blosse G>nstructionen ver- 
mittels des Uneals^ oder, was dasselbe ist, durch projectivische Erzeugung dar- 
stellen lassen. Um dies vollständiger darzulegen , will ich hier den allgemeinen 
Satz für die projectivische Erzeugung der Curven ableiten. Jede (^onstruction 
^nes Punctgebildes *) vermittels des JJneals allein kann nur« wie man leicht 



*) Ich werde mich bier eor aof Pooclgebilde betchrSoken, iod«iii dl« SilM Ar LiucogebQd« 
aos den cntoprcchendco f&r Panclgebilde nnmiltelbar abgelesen werden kteoca. 
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sieht« auf die Weise erfolgen, dass man entweder in einer Geraden einen 
beweglichen Punct oder um einen Punct eine bewegliche Gerade annimmt 
und aus jenem bewegh*chen Punct oder dieser beweglichen Geraden und aus 
festen Puncten und Geraden durch iineale Constructionen den Punct herleitet, 
welcher die Curve erzeugt. In dem obigen Falle z» B. der projecti vischen 
Erzeugung von Punctgebilden /iten Grades mit (n — 1) -fächern Puncte war 
es die um den (n — 1)- fachen Punct a sich drehende Gerade aa:, welche 
der projectivischen Erzeugung der Curve zu Grunde lag. Lege ich nun 
überhaupt zunächst eine um einen festen Punct a sich drehende Gerade (P) 
der Erzeugung zu Grunde und nehme diesen Punct als Durchschnitt der Coor« 
dinatenaxen an^ so wird, wenn q/ und ol^' die durch irgend ein Maass ge- 
messenen Coordinaten eines Punctes jener Geraden P sind, die Gleichung 
dieser Geraden von der Form aq/ + ßi^)^ s=:0 sein, und es sind somit nach 
der an Formel (4) sich anschliessenden Erklärung a, ^ die Zeiger der Geraden, 
indem der dritte Zeiger Null isL Diese Zeiger a, ß sind aber, wenn die 

Gerade P beweglich ist, als Veränderliche zu setzen, wir wollen - mit v be- 
zeichnen. Nun haben wir gezeigt, dass jeder Punct o?, welcher durch üneale 
Constructionen aus der beweglichen Geraden P und aus festen Puncten u|id 
Geraden hervorgeht, wenn bei diesen Constructionen P nmal angewandt ist, 
ZQ Zeigern homogene Functionen nten Grades von den Zeigern der Geraden 
P hat, also hier von a und ß , oder indem man mit a* dividirt Functionen 
Ton Vf welche im Allgemeinen vom nten Grade sind, und nur dann von 
dnem anderen und zwar niederem Grade sind, wenn a in allen Gliedern jener 
Functionen enthalten ist Ebenso verhält es sich, wenn wir einen Punct zu 
Grunde legen, welcher sich in einer der Coordinatenaxcn bewegt, indem auch 
S&r ihn der dritte Zeiger Null ist; nennen wir dann a und ß die Zeiger des- 

selben, und setzen "^ == ^# so gelangen vrir auf dieselbe Weise und aus den- 
selben Gründen zu demselben Resultate^ vne vorher. Nun hat Möbiiis in 
seinem baiycentrischen Caicul (§• 136 und §• 137.) dargethan, dass, wenn die 
3 Zeiger eines veränderlichen Punctes sich als ganze rationale Functionen nten 
Grades einer Hülfsgrosse v darstellen lassen, dann der Punct eine algebraische 
Curve beschreibt, deren Ordnungszahl im Allgemeinen n ist, und nie diese 
Zahl n übersteigt, dass aber (§• 138.) diese Curven nicht die allgemeinen 
Curven nter Ordnung sind, sondern vielmehr (§. 70.) schon durch 3n — 1 
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PuDCte bestimmt sind» also von der dritten Ordnung an (s, o.) Ton einer gerin* 
geren Anzahl tou Puncten, als die allgemeinen Curven derselben Ordnung, 
I^ebinen wir diese Resultate hier auf, so gelangen wir zu dem Satze: 

,,Wenn ein Punct {p) sich in einer festen Geraden bewegt oder eine 
Gerade P sich um einen festen Punct dreht, und man durch lineale Con« 
siructionen aus diesem Puncte oder dieser Geraden und einer Reihe fester 
Puncte und Geraden einen (gleichfalls beweglichen) Punct x constniirty 
so beschreibt der Punct x ein algebraisches Punctgebilde, welches, wenn 
p oder JP bei jenen Constructionen nmal angewandt ist, im Allgemeinen 
Tom /iten und nie yon einem höheren Grade ist; und zwar sind die so 
construirbaren Gebilde nten Grades, vom dritten Grade an, besondere 
Gattungen der Gebilde nten Grades, indem sie im Allgemeinen durch 
(3n — 1) Puncte bestimmt sind." 

Setzt man die aus demselben Puncte p construirten Strahlen und Puncte 
bis zu X hin als entsprechende, so erhält man Strahlenbüschel und mit 
Puncten besetzte Gerade, welche sich einander entsprechen, und von denen 
immer 2wei nach einander entstehende so liegen, dass die Puncte in den 
entsprechenden Strahlen liegen, und welche also als perspectivische Gebilde 
aufgefasst werden können. Das Gebilde nten Grades wird dann schliessb'ch 
durch das gegenseitige Durchschneiden der entsprechenden Strahlen zweier 
Strahlenbüschel erzeugt (Vergl. z. B. Fig. 13.). jSomit druckt zugleich dieser 
Satz die allgemeine projectivische Erzeugbarkcit der Curven aus. 

Ich will hier noch zum Schlüsse zwei Bemerkungen hinzufügen, nam» 
lieh erstens, dass es ausser der hier angeregten geometrischen Behandlungs- 
weise der Curven, bei welcher nur auf das Ziehen von geraden Linien zu- 
rückgegangen ist, noch eine andere giebt, welche zugleich auf den Kreis "zu- 
rückgeht. Schon bei den Kegelschnitten tritt diese verschiedene Behandiungsweise 
hervor, indem die Eigenschaft des mystischen Sechseckes, oder^ was dasselbe 
ist, die Construction eines Kegelschnittes durch eine Ecke eines Dreiecks, 
dessen beide anderen Ecken in festen Geraden, und dessen Seiten um feste 
Puncte sich bewegen, die rein lineale Behandlung der Kegelschnitte bedingt, 
während die Erzeugung eines Kegelschnittes als Durchschnitt einer Ebene und 
eines Kegels auf den Kreis zurückführt. Diese zweite Behandiungsweise der 
Cur%'en will ich jedoch bis zum Erscheinen des zweiten Theiles meiner Aus- 
dehnungslehre verschieben, indem in dem ersten Theile, welcher die lineale 
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Ausdehnungslehre enthält, die Principien nur für die lineale Behandlungsweise 

der Cur\'en sich vorfinden. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf eine neue Stufe der Verallge* 

meinerung, indem man nämh'ch statt der festen Puncte und Geraden Gebilde 

höherer Grade setzt, und zwar statt der festen Puncte Liniengebilde und statt 

der festen Geraden Punctgebilde, und dann statt des Durchschnitts einer 

durch Construction gewonnenen (beweglichen) Geraden mit einer gegebenen 

festen Geraden die Durchschnittspuncte der ersteren mit dem statt der letzteren 

eingeführten Punctgebilde setzt und statt der Verbindungslinie zwischen einem 

durch Construction gewonnenen (beweglichen) Puncte und einem gegebenen 

festen Puncte die Tangenten setzt, welche von dem ersteren an das statt 

des letzteren eingeführte Liniengcbllde gezogen werden können. Führt man 

statt einer solchen festen Geraden, welche nur einmal bei der Construction 

angewandt wird, (oder statt eines solchen festen Punctes) ein Punctgebilde 

(oder ein Liniengebilde) /nten Grades ein, so lässt sich leicht beweisen, dass 

dadurch der Grad des nach dem Hauptsatze erzeugten Gebildes verm facht 

wird, d. h. wenn der Grad des erzeugten Gebildes ursprünglich // betrug, so 

beträgt dieselbe, nachdem statt einer festen Geraden, welche einmal bei der 

Construction angewandt wurde, (oder statt eines solchen festen Punctes) ein 

Punctgebilde (oder ein Liniengebilde) mten Grades eingeführt wird, nach 

dieser Finführung n.m. Doch will ich den Gang des Beweises nur andeuten. 

Es lässt sich jede den Hauptsatz auf besondere Weise darstellende Gleichung, 

wenn die feste Gerade A darin einmal vorkommt, stets sehr leicht auf die 

Form bringen. 

PsA = 0, 

welche ausdrückt, dass der Punct p^ in der Geraden A liegt, und welche, 
wenn /?« vom nten Grade ist, ein Punctgebilde nten Grades darstellt. Wird 
nun statt A ein Punctgebildes mten Grades gesetzt, so heisst das, es soll 
der Punct p^ in diesem Punctgebilde liegen. Es sei nun dies Punctgebilde 
mten Grades, welches statt A gesetzt werden soll, ausgedrückt durch eine 
geometrische Gleichung von der Form, wie sie dem Hauptsatze genügt, in 
welcher also der dies Gebilde construirende Punct y mmal als Factor vor- 
kommt; setzt man dann statt y den Punct p^, so ist dadurch der Bedingung 
genügt, dass p^ in diesem Gebilde mten Grades liegen soll. Da dann p^ 
mmal als Factor erscheint, p, selbst aber x nmal als Factor enthält, so wird 
in der resultirenden Gleichung x im Ganzen (/i.m)mal als Factor erscheineuj 
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also der Punct x ein Punctgebilde (7».m}tea Grades beschreiben. Es liegt 
am Tage, wie man auf diese Weise statt beliebig vieler fester Geraden nach 
xmü nach solche Punctgebflde« und statt der festen Puncte nach und nach 
aolche Liniengebilde einfuhren, und dadurch den Satz in seiner allgemeinsten 
Form darstellen kann. Da jedoch die zuletzt hervorgehende Gleichung immer 
In einer Form erscheint, welche dem zuerst aufgestellten Hauptsätze genügt 
so bleibt dieser der eigentliche Mittelpunct der neuen Theorie. 

Stettin, den 15. April 1845. 
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s. 



Siimmation der Reihe 



(Von Herrn Dr. Heine zu Bonn«) 



XLiiner grossen Anzahl von Aufgaben aus der Zahlentheorie dient die Unter- 
suchung zur Grundlage, auf welche Art die Reihe 
1 1 1 

ins Unendh'che wächst, während die positive Grosse q sich der Null nähert« 
Diese Frage aus der Theorie der Reihen, welche von Dtrichlet aufgeworfen 
und beantwortet worden ist, lässt sich auch ohne höheren Calcul erledigen, auf 
ganz ähnliche Art, wie man untersucht, in welchen Fällen die hypergeome- 
trische Reihe 

convergirt. 

1 

Setzt man zur Abkürzung G» = ji rx^ , Ä + m = or, wo m eine 

(A: -<- Jii) ^ 

so grosse ganze Zahl bedeutet, dass x positiv und grösser als 1 ist, ist ferner 

die positive Grösse 9 kleiner als 1, so wird 

2 
kleiner als 1^ indem unter den obigen Voraussetzungen 

positiv ist. In der That ist zuerst die Grösse unter der Parenthese positiv, da 

die Summe des ersten und zweiten Gliedes d. h. 1 H 3^ , des dritten und 

vierten, allgemein des (2;? — l)ten und 2/7 ten positiv ist, und die Reihe con- 
vergirt; ebenso ist 2 ^ » ^^^ ^^^ ganze Ausdruck positiv. 

CreUe'f Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 2. 18 
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Demnach liat man 

^ _ c* 

also 



CA-t-ft-l>p-»*l) 



• • • I • 



1. Q,+ 0,...»+Q-n->'..»< g"|^-*- (A^.».^p^l) -<- (ib^.^■^e+l)(jn■«^.e^^) 

Aehnlich findet man -i- . . . j 

Gm-t-l (* -»■ 1 •»■ 1 «- e) , 

also 

a o.+<»..,H.G„.+.... > ft. |i + g/ii!S=^, 

■*" (*4-«-f-l— e)(*4.«H.2--p) 

Die Reihen auf der rechten Seite Ton 1. und 2. lassen sich leicht summiren, 
indem Gauss in der Disq. gen. circa ser. inf, gezeigt hat» dass die Samme 

^•. *"*" ;; "*" scäti) * ii(A+i)(ji4-2) "*•—•• 

wenn A eine noch so kleine positive Grösse ist» durch — «— ausgedrückt wird. 

Er zerlegt dazu 1 in — ^ •*- jp^ ; liigt er das zweite Glied *"^^ 

dazu» so wird 

n^h^X n-l (ii-.A~l)(ii-.A) 

1 -f- — ■■ — y — — —T '' — • 

n h n+h 

Die Summe der drei ersten Gheder ist dann — j- — fifn-f.l)A * 

allgemem die der;; ersten Gheder -^ - ^ ^^^j^^j^j^ --^———^ 

wo das abzuziehende Glied mit wachsendem p zu Null conTergirt. 

Setzt man zuerst n=2Ä + m4-(?4-l» n — A— l=Ä4-m, so 
wird A = Q» also positiv, folglich die rechte Seite von 1. 

also i!f/ d!r(^ Summe 

ßkr jeden positweti fVerth von 1c «f» m undßir jtdei tf, tvekhes tmschen 
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und 1 liegt, kleiner als (J^^ij^^ + (t-tw) ^"*"* '^^ grösser als (J+i^e 
** (t^gi) g-*-i* £s nähert sich also diese Summe« und daher auch 

mit abnehmendem ^ der Grenze 1, Setzen, wie in diesem Sinne 

*-• 1 \ 

machen darauf ^ =^ r# so entsteht die gesuchte Gleichung : 

111 1 

für (f SS 0. 

Berlin, den 4. April 1845. 
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9. 

Recherches^) sur les surfaces isothennes et snr 
rattraction des ellipsoMes 

ifiar Mr. CK Despegrous ä Paris ^ Doctmr es • sciences.') 



Premiire Partie. 

Snrfaces isotbermes» 



1. JLagrange, le premicr, a introciuit, dans le calcul de lattraction 
des Corps» uiie certainc fonction des coordonn^es rectangulaires x, y, z du 
point attire, dont les coeüßcients diflerentiels du premier ordre pris successive* 
ment par rapport h x, y, z, expriment les composantes respectives suivant 
les axes des a:, des y^ des z, de lattraction du corps sur ce point Cette 
fonction exprime la somme des molecules du corps attirant, divis^es chacune 
par la distance au point atti^e^ Elle a etc tout rccemment appellee par M. Gauss 
le poteniiel du corps sur le point attire^ 

Cette fonction joult de cette propricte remarquable, que pour tout 
point exterieur au corps attirant^ la somme des dcrivces partielles du second 
ordre par rapport a chacune des variables x^ y, z^ est nulle; et quelle est egale 
a — 49rQ» si le point attire fait partie de la masse, 9 etant la dentitc^ du corps 
en ce point et 7t le rapport de la circonference au diametre. 

Äinsi en designant par V^ la fonction dont nous parlons, on aura, si 
le point attire ne fait pas partie du corps, 

,.. d*F dPV d}V ^ , 

rD^ C/T (TV dPV . 

si le point en fait partie. 



*) L^AQtenr doit \ la liberalite scieiiU6qae deM. Llbriy Th^Dnear d'aroir expose cct prindpes« 
le 16. FcTrier 1844, aa court da calcnl des probalit^ dont cct illastre g^m^tre est charg^ k la facolte 
des tcicnees d« Parii* 
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Ces deux eqaation« ctanl indepcndantcs de In forme d;:s cor^s, et de ]a 
loi de leur density, constituent des proprietes ge'nerales de rattraclion de la 
matiere. La premi^re a etc d^couverte par Laplace, la seconde [>nr M. Poisson. 

Laplace a en onlre d^montre ua second ihcoreme gencral concernant 
une couche infinement mince, jouissant de la propridte de nexcrccr aucune 
acfion sur les points qui lui sont Interieurs: ,,L*attraclion ou la rcpulsion de 
^cette couche sur un point quelconque de la surface externe, est dingee suivant 
»Ja normale a cette surface en ce point, et egale a iTtqe, £ dcsignant IVpaisseur 
„de la couche au point attire ou repoussc'/ Plus tard, ce iheorcnic a etc 
generalise par M. Poisson: Ce savaut geomelre Fa etendu ä un Systeme de 
couches en cquilibre, leur action simultane'e ctant nulle sur tout point Interieur 
ä l'une quelconque Jentrelles. 

Les deux propositions que nous venons de citer, devaient naturellement 
servir de base ä une tbeorie mathematique de lattraction fonuoe sur son 
mode Jaction, en raison directe des masses et inverse du carre des distances; 
th^orle d^autant plus importante que cest cette loi qui pr^slde aux phenomenes 
electriques et magnetiques. 

Le savaut gcometre M« Gauss a publie, dans ces dernieres annces, 
des theoremes gcneräux sur les forces attractives fondes sur les equations (j4) 
et (JS). lls feront desormais partie de la theorie dont nous parlons, qui pourrait 
etre designce sous le nom de Theorie du potentiel. M. Chasles a aussi 
publie dans les additions a la connaissance des temps pour lannee 1845, un 
memoire sur le meme sujet. 

Si actuellement on designe par U la temperature d'un point quelconque 
M d*uu Corps homogene par venu ^ Tetat des tempeVatures permanentes» oa 
sait que cette fonction des coordonnees x, y^ z At et point, est assujetie ä 
Tequation aus differentielles partielles du second ordre » 

2. De Fidentite des equations (^), (C)» ou peut d^duire plusieurs 
coDi^quences importantes. En effet: 1. si on connait la loi de Fattraction d*un 
Corps de forme determincfe sur iin pohit exterieur, cest-ä-dlre la fonction V 
dont les derivees du premier ordre par rapport ä Xy \\z representent les com* 
posantes de Fattraction de ce corps sur le point; cette fonction devra venfier 
Fequation {^A\ Elle fera donc connaitre la loi des temperatures permanentei 
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d uo Corps solide homogene, termine par une surface »yant nn rapport d^termin^ 
avec Celle du corps altiraut La r^ciproque est irraie« 

2, Quand par un caicul direct fonde sur la nature gi^otm^trique de Ja 
surface d un corps homogene, ou par tout autrre moyen, ou aura determin^ 
les composantes de FaUraction de ce corps sur un quelconque de se% points» ü 
sera facile (la densite et par suite la quantite 47r9 de IVquation (J5) etant oon-* 
stantes) den deduire une fonction Z/.verifiant IVquation (C): ce qui conduifa 
a Fexpression analytique des temperatures permanentes d*un corps solide homo- 
gene termine par une surface analogue a celle du corps attirant. 

3. Enfin les theor^mes generaux du potentiel fondes sur l'c^quation 
(^), doivent eclairer la theorie mathematique de la chaleur en ce qui concern^ 
les tempeVatures permanentes, fournir des resultats nouveaux et simplifier, sous 
plusieurs rapports, des th^ories deja connues. 

Nous nous sommes propose dappliquer les considerations pr^c^dentes 
h la recherche des lois du mouvement de la chaleur« dans les corps solides 
homogines termin^s per des surfaces du deuxi^me degre', et parvenus ä Ff^tat 
des temperatures finales. Nous deduisons de ces lois la theorie de Fattractioa 
des ellipsoTdes homogenes ou h^teVogenes sur un point ext^rieur ou faisant partie 
de la masse. 

Nous devons ajouter que la pluspart des r^sultats auxquels nous lommes 
arriv^s, tftaieat de'ja connus ; roais une me'thode simple et rapide pour y parvenir» 
diduitc de la thSorie du potentiell nous a paru utile. Elle rattache, en efTet, 
2^ une mime theorie (celle de Fattractioa des corps) la theorie importante An 
surfaces isothermes ^ crcfation toute moderne due ä ML Lami^ Elle fouroit 
d*ailleurs une noupeUe Solution^ independante de la theorie de la chaleur, du 
probl^e de Fattractioa des ellipsoides; et peut offrir, comme nous le ferons 
Yoir dans une autre occasion, quelques ressources h la theorie si imparfait^ du 
mouvement des liquides, dans le cas Iris c^tendu ou ce mouvement dopend d'nne 
equation semblable h F^quation (A). 

3. Dans la theorie de la chaleur ou appelle surface isotherme, toute 
surface dont tous les poiots sont h une m^me teropcrature f^. 

Representous-nous actuellement un corps termin^ par deux surftfoes 
isothermes, Fune h la temperature constante T, et Fautre h la temperature jT, 



*) Voir le tome V. des m^moirea pr^cntei p«r des «iTtaU ^traDgen k VAcademla daa 
acieocea de Paria. 
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et supposous que les causes qui entretiennent tous les points de ct$ surfaces ä 
une temperature constante soient permanentes; le corps finira par atteindre 
lai niöme un etat thermom^trique permanent. La temperature V Snn quel* 
conque de ses points satisfera h r^quatiön 

oßf y^ % e'tant les coordonneVs rectangulaires de ce point. 

U s*agit, quand on connaitra la nature des sorfaces qui limitent un 
Corps panrenu ä Fetat des temp^ratures finales» de d^terrainer T^quation gc^n^rale 
des surfaces isothermes de ce corps, et la fonction V exprimant la loi des 
temperatures de tous %ti points. 

Nous allons ^ cet eflet, en reprenant un calcul de M. Sturm, construire 
une formule generale, renfermant une belle propnVt^ des surfaces isothermes, 
quelle que soit dailleurs leur nature geomctrique. 

Soit» A, (Fig. 1.) une des surfaces isothermes Jun corps quelconque, et 

JF(^, y, z) = a 

IVquation ge'n<frale de ces surfaces dans ce corps ; a sera un parametre constant 
pour une m^me surface de cette nature» mais variera de Tune ä Tautre; cn 
Sorte que les constantes qui peyvent se trouver dans la fonction F devront 
^tre consider^es comme des fonction de ce parametre. 

La temperature P^ dun point quelconque du corps est une fonction 
des coordonnces x, y^ z de ce point.' En y transportant la valeur d*une de 
ces variables y z par exemple, donnee par cette derniere ^quation en o;, y, et a, 
les variables rr, y devront disparaitre de cette fonction^ puisquelle doit conserver 
la mdme valeur pour tous les points de la surface isotherme A^ Elle sera 
donc ezprimee par une fonction du parametre seulement, 

1. V=^{a). 

Cela pose: soient x, y, z les coordonnces rectangulaires d'un point M 
esterieur h cette surface A ; ^, Vi i celles du point N pris dans l'enceinte que 
cette surface determine» et r la distance de ces deux points, on aura 

r^Va- «)* + iv- y)* -h (4 - *)' 
et par suite, corome il est facile de s^eu assurer en effectuaot iimplement 
les caiculs« 
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£n multipliant requation {A) par -r, requatioii (2.) par V^ et retnn- 



r 
chant les deux produits Fun de Tautre, 11 viendra en integrant, * 



G^--^)!-- 



Nous prendrons pour limites de rintegraley dune part la surface isotherme 
A\ dautre part la surface meme du corps» que nous supposerons £tre de dl- 
mensions infinies, afin que les conditions relatives* ä la surface n^alt^rent point 
les lois generales de la diffusion de la chaleur dans rintcrieur des corpa. 

Le premier terme de cette equation, integre par rapport ä o: en consi- 
derant y e\ z comme constants, fournit Imtegrale indefinie 

f fdi/d%(- ^— y^)* ^* P<>"r integrale dcTinie 

la premiere partie de cette somme se rapportant a la surface ^^ et la seconde 
a la surface exterieure du corps que nos supposerons d'abord finie. La ligne 
PP^ ctant parallele a laxe des a:, les lettres non accentuces seront relatives au 
point jP et les lettres accentue'es au point P^ appartenant h la surface eitc^rieure 

dV 
du corps. On 1^' etant la temperature de ce dernier point» et -jp la compo- 

sante» suivant laxe des x, du flux de clialeur qui passe en ce point, ces quantitcfs 
ne pourroiit jamais devenir infinies quclles que soicnt les dimensions de cette 
surface ; et comme r^ dc^signe la distance NP', r' augmcntera avec F^oignement 
du point jP', cest-a-dire de la surface du corps. Donc, ä cause de r* en 

denominateur dans p ^, et de r'* dans /^' ^, la seconde partie de Imte- 
grale definie sera nulle quand la surface exterienre du corps aura des dimoPMons 
infinies. En sorte que le premier terme de Fequation (3.) donnc 

Si on designe par dw Iclement superficiel de la surface A^ au point 
P, et par a fangle que fait avcc laxe des x la normale PH h cette surface 
en ce point« fexpression precedente deviendra 
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cette double inte^gnle devant dtre ^tendue i tous les tremens de la surface A. 

liest evident que las deux autres terines de IVquation (3.) donneront 

des r^sultats analogues, et que si on ddsigne par ß, y les angles que fait 

cette normale PHdiitc les azes des y et des z^ cette e'quation fournira la suiTante 

La conaposition et la decomposition da flax de chaleur suiTent les 
m^mes lois que celles de la composition et decompositioa des Forces; donc 

dV dY i, dV 

-r- cos a -I- -T— cos/7 4- -r- cos y 

dx dy ^ d% ' 

est la mesure de la quantite de chaleur qui» dans funite de temps» traverse 

Innit^ de surface au point P^ dans le sens de la normale. Ainsi en designant 

par dn Te'paisseur, dans la direction de la normale, Jime cöuche infiniment 

mince comprise entre deux surfaces isothermes dodt les tempdratures soient f^ 

et V + dF^9 on aura en observant que /^ est une fonction de a, 

dy dV ^ dV dV da 

^ cos a + :r- C08/J -♦- 3- cosy — 3-~ . 
dx dg ^ d% ^ da dn 

En eflectuant les dilTerentiations indiquees, on obtiendra aussi en d(^ 

signant par i Fangle forme' par les droites JVP, HP, 

^cosa-<.3^cos/?-#--r^cosy — +3 (^-—-^cosa^-^-^^cos/J + ^-^^cosy) 
dx df dz r* \ r t '^ r '/ 

. cost 
DonCy Fequation (4) se transforme en celle-ci 

Or, M« Gauss a dffmontre que pour tont point N intdri^tir k une sur- 
face quelconque, / / — p — e'tendue k toute la surface, etait egale ä 47r*); 

*) Ed effet; dm ^Unt r^Um«iil soperficiel dant la direction de la noriaale W» tOBÜm tera 
la graodeor de cet ^l£roeiit catim^ dana la direction JVP, diüi k la diatance da point N mar^^a par r; 

et parconalqoettt — ^ — aera la grandeor di> cet fltoent k ronlt^ de diatance de ce mime päflt iT. Alnsl 

Pf* Am eoa i 
JJ — -r^ — aeodoe i toate la aarface A aera ^ale I la sorfaee d*one Sphäre d'an rajoii %al I riiaite 

de longaeor. 

CreUe*! Joomtl f. d. M. Bd. XXXI. Hell % l9 
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dV 
donc, en observant que pour tous les poiots de la surface A, j^ et y ou 

9(a) dont conslants, requation prcc^dente donnera 

- dV rrdtA da . . . 

Enfin coDstruisons sur la surface isotherme A une nouvelle couche 
difTi^rente de celle qui est comprise cntre Ics deux surfaces isothermes infinimenf 
voisiaes que nous avons deja consideree» et dont F^paisseur, dans la direction de 
la normale, a ct^ designee par dn. A cet eflet» portons inte'rieurement i la 
surface A^ ä partir de cctte surface et sur chacune de ses normales^ un segroent 
e proportioncl ä la valeur inverse de cette distance dn\ les extr^mites de ces 
Segments appartiendront ^ la surface interne de la nouvelle couche, et too 
^paisseur sera r^glee par Fequation 

Mous supposerons cette couche compos^e de roatiire, Aouit du pouToir 
attractif selon la loi naturelle en raison inverse du carrtf des distances» et nous 
consid^rerons laction quune pareille couche pourrait produire sur le point 
inte'rieur N. 

Remarquons ä cet egard que lequation (5.) devient, en y introduisani 
la valeur de e 

da 

Or le premier membre de cette equation est le polerUiel de cette couche 
sur le point it^; il est donc, en vertu du second, ind^pendant des coordonntfes 
{, fl^ £ de ce point, et par suite laction de cette couche sur ce point est nulle. 

Il en r^sulte donc ce theoreme : Si, sur une surface isotherme quet- 
conque, on construii, (comme il a et^ dit), une couche dauSe du poun^air 
attractif suwant la loi naturelle, taction de cette couche sur un poirU placi 
comme on poudra dans le pide quelle forme ^ sera nulle. 

Ce theoreme ^tabli: prenons une enveloppe homogene parvenue ä 
Tetat des temperatures permanentes et dont IVquation des parois soit 

P{^f y» «) = «* 
le param^tre a variant de lune ä lautre de ces parois. Ces deux surfaces seront 
par hypoth^se isothermes et nous devons chercher quelles sont les relations 
qui doivent exister enfre les coeflicients b^ c, • • . • qui se trouvent dans h 
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fonction Fy et le param^tre n» pour que r^quation precedente puisse iXtt 
Fifquation ge'nerale des surfaces isothermes dans cette enveloppe. Or IVquation 
(6.) fera connaitre dn^ epaisseur normale de deux surfaces isothermes infmiment 
Yoisines^ quand on connaitra b on reciproquement: Mais dans un grand norobre 
de cas il est facile de trouver la loi des ^paisseurs de la coiiche auxiliaire que 
l'on construit sur toute surface isotherme, cest-a-dire e, on en d^duira donc 
Fexpression generale de dn\ expression qui fera connaitre la nature des relations 
doDt nous parlons. 

4. Comme application des principes precedens, prenons pour equation 
des parois de lenveloppe, la suivante 

8 *' + y! + i'„i 

<r Ir c* 
qui appartient a un ellipsoide ou un hyperboloVde ä une ou a deux nappes, 
Selon que des trois quantitcs a\ 6^ (^^ loutes, dans IVquation precedente, sont 
positives^ ou deux, ou une seule. Dans un quelconque de ces trois cas, b 
et c devront ^tre des fonctions du pararo^re o. Pour les determiner, chcr- 
chons d'abord e par la condition que la couche auxiliaire construite sur une 
des surfaces isothermes (8.), n exerce aucune action sur tout point int^rieur 
i>r(Fig.2.). 

Prenons ce point pour le centre dune surface conique infiniment deli^e; 
eile interceptera sur cette couche deux el^mens de volume dv^ dv^\ et si on 
appelle r, r' les distance NQ, NQ\ q la density constante de la couche, /x la 
masse du point attir^ iV, ety le coefficent de lattraction universelle, les actions 
de chacun de ces deux elemens sur ce point seront, 

r« ' /• * 

Mais en designant par dtr, da^ les Jemens superficiels r^pondants 
aux points P, P^ on aura en ncfgligeant un infiniment petit du quatrieme ordre^ 

dv=:: dadr, di^ ^=^ da^dr^. 

En considcfrant actuellement le point N comme le centre d une Sphäre 
d'un rayon ^gal ä funit^ de longueur, la surface conique d^terrainera sur cette 

Sphäre un dement constant de surface, o», et on aura ^ä * /• "* *^* En ^rtc 

que les expressions precedentes se changeront en 

fifyiüdZf fifymdz\ 

Donc, pour que ce point N demeure en ^quilibre sous Faction simultanee 

19* 
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de ces deux Jemens, et par suite sous Faction de la couche entiire, il faut et 
il snffit que dr =s d/ pour toute direction de la drohe PP', quelle que toit 
d*ailleurs la position du point N dans le Tide form^ par la couche. 

Or pour deux ellipsoides semblables et scmblaUeroent plac^i» la condition 
de dr=: d/ ou de Pa = P^af se troure remplie; et M. Gauss a prouvtf que 
sur une surface donnee du ne pouvait fonner quune seide couche infioiment 
niince, ayant la propriete de n'exercer aucune aclioo sur les points qui lui soot 
inteneurs. Mous concluons de la que la surface interne de la couche anxSiaire 
est un ellipsoide semblable et sennblableroent plac^ a lellipsoide exteneur. 

5. Pöur d^terminer actuelleroent la nature des fonctions & et c de n^ 
nous deduirons de Tequatlon (6.)f 

jL ^ 

da dn 

Or si on de'signe par p (Fig. 3.) la longueur de la perpendicnlaire oq 
abaiss^e du centre comnnun des deux ellipsoides semblables, sur le plan tangent 
en P; en menant par ce centre un plan parallele au plan tangent» la portion 
PH de la normale h la surface ext^rieure, comprise entre ces deux plans, sera 
egale h p, et les deux triangles semblables PIK, PHo donneront 

PI PK 
PH " P? ' 

roais -pg ■■ -, et en vertu de la similitude des ellipsoides, p^ "* TT ' ^^^^ 

« — ^^ 

- ^ — et par suite 

p a ■ 

dn a ' 
Menons par le point P une parallele a Taxe des a:, la portion de cette 
parallele comprise entre la surface isotherme ji et la surface isotherme infiniment 
voisine sera ^gale li dx, et on aura 

dn = cos a. Ja?; 
par des formules connues, on aura aussi 

l px 

cos a « ^ ; 



donc Fe'quation (9.) se transformera en Celle -d, 

_, /«« 9* x*\ xdx 
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En observaDt que ä et c sout des fonctions du param^tre a et que pour 
tous les points de la parallele ä Faxe des x^ passant par le point P, les variables 
y tl z demeurent constantes, F^quation (8.) donnera, 

xdx /«* f » dh 7? dü\ . 

on aura donc 

o« "*• 4* ■*• 1^ " o* "^^ &• rfa "*" €» rfa* 
Cette.^quatioD devant ^tre Terifiee pour tous les poiuts dune mtoie 
surface isotherme (8.)> eile donnera 

db a de o j, ^ 

Xi*, /x* etant dcux constantes arbitraires« Ce qui d^montre que les excentri- 
cites des deux sections principales de 1 ellipsoide doivent £tre constantes. 

Le caicul precedent pouvant s^appliquer au cas de FhyperboloKde a 
une nappe et ä celui de l'hjperboIoTde a deux nappes^ on en conclut que: 

1. Si on entretient h des temperatures constantes les parois d une enve- 
loppe homogene, terroinee par deux ellipsoides homofocaux, toutes les 
surfaces isothermes de ce corps seront des ellipsoides homofocaux aux 
Premiers. 

2. Si les surfaces liroites de Fenyeloppe etaient hyperboloides a une 
nappe homofocaux, toutes les surfaces isothermes appartiendraient a la 
m^me espece. 

3. Si les surfaces limites etaient deux hyperboloides ä deux nappes ho- 
mofocaux, toutes les surfaces isothermes appartiendraient ä cette m^me 
espece. 

4. Enfin^ d*apres les transformations connues, pour passer des surfaces 
du deuxieme degrcf, douees d'un centre, ä celles qui en sont depourvues, 
on pourrait encore enoncer deux autres theoremes analogues; pour le 
cas oü les parois de Fenveloppe seraient deux parabololdes elliptiques 
de m^me distances focales, et pour cehii oü elles seraient deux para- 
boloides hyperboloique de m^mes^ distances focales. 

Dans le premier cas, Fequation g^n^rale des surfaces isothermes est 



dans le second 



(^^ ?-»-är5:r.-»-a^-=i;?-»'' 
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(B) f- +-. y - _fl__ 1; 

dans le troisi^me 

LVquation (£) exigc que Xi<</iy ce qui est confonne ä la nature du 
Corps dont les parois sont represent^es par cette equation. 

Ces resultats avaient ^te exposes par M. Lame dans sons memoire sur 
les surfaces isothermes du deuxieme d^gre, par une methode toute difll^rente 
de la nötre. 

II est facile de prouyer par les equations connues des normales ou par 
edles des plans tangens aux surfaces (D), {E), (F), que une surface quel- 
conque de Tun de ces syst^mes coupe nomialement toutes les surfaces des deux 
autres, et que toutes les surfaces de deux de ces trois systemes tracent sur 
lune quelconque du troisi^me toutes ses lignes de courbure« 

M. M. Ch. Dupin et Binet avaient ddja, chacun de aon cot^, fait con- 
naitre ces belles propri^t^s. 

6. La loi des teropc'ratures permanentes dans chacun de ces Corps est 
facile ä connaitre: En effet, la quantit^ de chaleur qui, dans Funit^ de temps» 
traverse une surface isotherme quelconque, doit £tre evidemroent constante et 
ind^pendante de la position de cette surface dans le corps; et le flux de chaleur, 
en un quelconque de ces points» normal ii cette surface. 

Or K etant la conductibilite de la roatiire dont le corps est compostf, 

K— — 
da dn' 

sera la mesure du flux de chaleur, et 



// 



^d7 da , 
da du * 



Celle de la quantit^ de chaleur qui, dans lunit^ de temps, traverse la surface 
isotherme. On deirra donc poser 



// 



da dn ' 



dV 

equation qui, en vertu des notations pnfcedentes, et en observant que jg^ 

est constant pour toute IVtendue des limites de Tintcfgrale» qui sont Celles de 
la surface isotherme que Ton consid^re, se changera en celle-ci. 
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!<»• V- 11 »d*»" C'da. 



nSS 



Le facteur de ^ «prime le Tolume de la couche dont nous avons 

parle ii la fin du No. 3. Or pour une couche comprise entre deux surfaces 
eilipsoTdales semblables et semblablement placees, ou trouve facileroeot, 

JT^diA = iTtbcda; 
donCy IVquation (10.) deviendra 

doli rempla^nt A et c par leurs valeurs ya* — A*» y«"— /u*, et integrant 

Ci, Ci d^signant deux constantes arbitraires quc Ton d^terminera ä laide des 
terop^ratures constantes T, T* aux quelles sont entretenues les parois de Ten* 
veloppe ellipsoidale. 

Cette fonction verifie, corome il est aise de s*en assurer, F^quation (^)» 
eile donnera donc la loi des terope'ratures permanentes dans un corps homogene, 
termincf par deux ellipso'ides Iiomofocaux. 

Les fonctious 

C*t da, 

T^rifieront aussi cette m^nie equation (^)> et donneront» la premidre, les 
tennp^ratures permanentes dans le second corps dont nous avons parl^ au 
No« 5.; la seconde, celles du troisieme. 

On pourrait exprimer, June mani^re tr^s simple, au moyen des fonctions 
elliptiques de premidre et de seconde esp^ce, ces fonctions ^; on pourrait 
intoie dans deux cas particuliers, celui oü %:=: /u, et celui oü Fune de ces 
deux quantites est nulle, les exprimer k Faide des fonctions ordinaires: Mais 
nous laisserons de cötc tous ces d^tails, pour nous occuper exdusivement de 
Fenveloppe ellipsoidale dont les applications sont importantes. 

7« Nous allons d abord v^ritier par un calcul tr^-simple, que la quantitcf 
de chaleur qui passe ä chaque instant par une quelconque des surfaces isothermes 
dlipsoidales, est constante et independante de la position de cette surface dans 
le corps. 
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En eflet Fexpression 

est la mesure de la quantit^ de chaleur qui, dans Funite' de temps, traTerse XAitntnX 
d« de la sarface isotherme A^ dans une direction normale ä cette snrface: 
et on sait que pour toute surface de cetle nature la chaleur ne peut aroir 
d*autre direction. En sorte que si on con^oit un petit cylindre ayant pour base 
rectangulaire les Jemens des deux lignes de courbure trac^es sur cette surface 
ellipsoidale isotherme, et pour axe Fel^ment de la ligne normale ä cette surface, 
repnfsent^e par les deux ^quations (£), {F)\ lexfiression pnfc^^dente sera la 
mesure de flux de chaleur qui entre dans ce ^lindre. . 
Or dans fellipsoide, 

am ^ - dxdy • - ; 

dV c 

donc par IVquation (90f et rempla^ant ^ par la yaleur |^ , Texpression 

du flux deviendra, 

CiK dxdy 

En integrant cette expression difT(^rentielle entre les limites de la surface 
isotherme 

?! + ?! + f? = i 

on obdendra 

quantite ind^pendante, en effet, de la position de cette surface. 

8. L'expression ^"^ est, avons-nous dit, la mesure du flux de cha- 
leur dans la direction propre de ce fluide pour les surfaces isothermes. 

Or ^«.^.^et — »^ 

dn da dn dn a ' 

donc jf ^ a jK ^.^ • 

dn da *a ' 

Ainsi dans toute surface ellipsoidale^ ce flux est praportionhel en 
chaque pomt ä la perpendiculaire abaiss^e de son centre^ sur ie ptan 
tangent ä cette surface en ce point. 

En Sorte qu aux extremites des diametres princlpaux, les flux de chaleur sttbt 
proportionnels aux longueurs de ces diametres; ce qu'avait demontr^ M. Lam^. 
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9. Rrprenant le cylindre infiniment etroit dont les ar^tes carvilignes 
sont les trajectoires orthogonales aux surfaces isothermes, et appelant Af , M' 
les points par lesquels passent ses deux bases dta^ dta sur deux des surfaces 
isothermes (D) situces a une distance quelconque Tune de lautre, 

^dV da . ,, i/r da' . , 

da dn da dm 

seront la inesure des quantitcs de chaleur qui, daos Tunitc de terops, traversent 
ces deux bases (Iwf dia. 

Or daprcs ce qui a ete dit, No. 7., el et rappeiaut que 

^ a« i» c ' 

ces expressions pourront etrc mises sous la forme 

af, //, c^ e'laiil les demi-axes du sccond ellipsoide et x\ y\ z* les coordonn^es 
du point W. 

Les points 3/, M* e'tant situes sur une m^me trajcctoire orthogonale 
ayant pour e'quations (jE), {,F), on trouvera aiscnrient que les coordonnees de 
ces deux points vcrifient les equations 

(^"^ a' b'^h' / "" c ^ 

sfV 
Joü dx'dy' = ~T- dxdy, et par suite 

Donc, les quantitcs de chaicur qui, dans Tunite de temps, traversent 
ces deux elemens sont egales entrelles: ccst-ä-dire que le flux de chaleur qui 
entre dans Ic cylindre infiniment etroit, par la base inierieure dw^ traverse 
ce cylindre et sort par la base superieure d<a' sans avoir eprouve la moindre 
alteration. 

Ce rcsultat etait d ailleurs evident, attendu que la chaicur qui se propagc 
dans ce cylindre nVprouvc aucune perte par les parois laterales, qua un cicment 
quelconque dw de la premicre surface cn correspond un seul den' sur la seconde, 
et quenfin la tempcralure sur chaque surface est toujours la mcme en tous 
les points. 

Les polnls M, M' sont appeles correspondarüs. 
CreDes Jouraal f. d. M. Bd. XXXI. Hell 2. 20 
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Ce qui precede suiBt pour se faire ane idee nette de la propagation de la 
chaleur dans une enreloppe solide homogene » terminee par deux ellipsoides 
homofocaux eotretenus ehacun ä des tempcratures constantes. 

10. Le procede qui noiis a servi ä trouver les resultats pr^c^dens, a 
toiis les caractöres d'unc methode analytique. Cepeodant si pour les corps 
particuliers que nous avons consideres dans cette premi^e partie, on voulait 
prendre pour donnees geometriques; les theoremes que iious avons enonc^s 
^ la fin du No. 5., theoremes qui, comme nous Tavons dit, peuvent se do- 
montrer immcfdiateroent en partant des ^quations (D)» {E)^ (jp^; on arriverait 
promptement aux resultats prec^dents relatifs aux surfaces isothermes, pour 
les Corps termines par des surfaces du deuxieme degre^ 

Prenons, pour exemple, le cas de Fenveloppe terminee par deux elUpsoldes 
homofocaux, et demontrons que toutes les surfaces isothermes de rette enveloppe 
tont des ellipso*ides homofocaux aux premiers, cest*a-dire que fequation geno- 
rale de ces surfaces est 

(D) 5 + -^-^-^ 



Toutes les lignes representees par les equations (£),(/"), Oi et o^ 
passant par divers ^tats de grandeurs, sont orthogonales aux differentes surfaces 
(D). 11 est donc problable que ces lignes representent la direction de la 
chaleur dans fenveloppe ellipsoidale, et que par suite les surfaces isothermes 
de ce Corps sont dounees par Fequation {D), 

Pour qu'il en soit ainsi, 11 faut et il suflfit quen parfant de cette ^quation 
(J9) on puisse trouver une fonction ^ cn a vcrifiant Tequation generale {A\ 
et teile que la quantitcf de chaleur qui passe ä chaque instant a travers fune des 
surfaces (D) soit constante et independante de la position de cette surface dans 
fenveloppe. 

Or, la valeur du flux de chaleur qui, dans funite de temps, travenia 
felement Jco, est 

^ da dn ' 
d apres ce qu^on a vu, No. 5., 

dn'^ Goaadx, cos a == ^, d'oü dn = ^^ : Mais leqaarion (/>) 



adx /v* . jr' »' \ . _ <ida 



p' 
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donc, jijj " j; et par suite, en ayant egard au calcul du No. 7., on aura 

da dn da a -§ I x* i/* ' 

Ainsi la quantite de chaleur qui traverse, dans Tunite de temps, toute 
la siirface isotherme (/)) repondant au parametre «, sera egale ä 






Pour que cette quantite soit constante et independante de la position 
de laSurface isotherme, on devra donc poser 



aa 



a 



eipression qui, comme on peut s*en assurer, yerifie Fequation generale (^). 
On en deduirait les th^or^mes des No. 8. et suivants; et od aurait 
ainsi une demonstration geometrique des resultats precedemment obtenus. 



Deudime Partie, 
Attraction des EUipsoIdes. 



11. Dans la tfaeorie de la chaleur, on appelle surface isotheime, toute 
surface oü la temperature est constante en tous les points; dans celle de 
lattraction des corps, on donne le nom de surface de nweau a toute surface 
poür tous les points de laquelle le polentiel de ces corps est constant. 

De meme quen un quelconque des points d'une surface isotherme, le 
flux de chaleur a une direction normale k cette surfaoe; de m^me aussi lattraction 
QU la repulsion d'un corps ou Systeme de corps, sur un point quelconque d'une 
de ses surfaces de niveau, est normale a cette surface en ce point. 

Representons*nous une enveloppe dont les parois soient entretenues ä 
des temperatures constantes et dont Fequation des surfaces isothermes soit 

20» 



152 9* DespeyrouSj swr les surfaces isothermes et Fattr. des ellipsMes. 

11. jF(a?, y, z)=:a, 

a etant ud parametre variable de rnric a Taiitre de ces surfaces. La loi des 
temperatures permanentes scra exprimee par une fonction de a» ^ia)f satiV 
faisant a l'cquation (^). 

Prenons actuellement un Systeme de masses ayant poiir une de ses sur- 
faces de niveau Tune des surfaces (11.)- Le potentiel de ces masses sur un 
des poInts de cette surface etant une fonction des coordonnees a:^ y, z de ce 
point, et devant ^tre constant pour tous les points de cette surface, sera une 
fonclion de a: en le dcsignant par f^^ on aura donc 

r' = i};C«). 

(^ette fonction P^* variant avec le parametre a qui indique la position 
de la surface consideVee, et conservant la meme valeur pour tous les points 
d*une quelconquc des surfaces (11.)» ^^ sVnsuit que celles-ci seront toutes 
des surfaces de niveau de ce Systeme de masses. 

Cette fonction V* devra satisfaire ä une equation semblable h requation 
generale (A), eile ne pourra donc diffcrer de la fonction ^(ä) qui exprime 
la loi des temperatures, que d'une quantite constante. 

De plus nous avons demontrc, No. 3., que si sur une surface isotherme 
on construit, selon la regle qui en a ete donnce, une coucbe auxiliaire infini- 
ment mince douce du ponvoir attractif, son action sur un point quelconque pris 
dans Tenceinte quelle dctermine, est nulle. 

Ce theoreme s'appliquera donc egalement a une surface de niveau 
relative a Fattraction. On pourrait, d'ailleurs, Tetablir par un calcul identique 
a celui du No. 3. 

Enfm demontrons quon pcut prcndre pour le Systeme de masses dont 
nous parlons, la coucbe auxiliaire que Ton construit sur toute surface de niveau« 
Pour cela, il suffira evidemment d apres ce qui vient d^etre dit que le potentiel 
de cette coucbe sur tous les points de la surface externe soit constant, c*est*ä-dire 
que cette surface soit une surface de niveau relative ä faction de cette couche. 

Or, cette coucbe jouit de la proprie'te caracteristique de n*exercer 
aucunc action sur les points qui lui sont intcVieurs; donc son action sur le point 
/ (Fig. I.) sera nulle. Menons par ce point un plan CD tangent ä la surface 
interne de cette coucbe; son action sur ce point proviendra de la resultante 
des actions exerce'es par les portions CKD^ CPDy sur ce meme point; donc 
les forces qui resulteront de ces actions partielles seront egales, de m^me direction 
et de sens opposes. La premiere de ces forces pourra ^tre prise pour Celle 
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qui resulterait de Taction de cette m^me portioii CKD sur le point P\ car 
pour deduire les composantes de la derniere de ces forces, de celles de la 
premiere, il suffirait de changer les coordonne'es du point / en celles du 
point P qui n'en dirferent que par des inßniment petiu du premier ordre, 
la couche etant inßiiinrient mince. Or ce changement ne pourra amener dans 
les termes de ces composantes que des quantites d*un ordre inßniment petit 
par rapport ä celui de ces termes, olles pourront donc etre negligees. Par 
une raison semblable, la seconde force sollicitant le point / et provenant de 
laction de CPD sur ce point, sera egale a cclle qui resulterait de Taction 
de la meme portion sur le point P. Mais Tattraction de la couche sur ce dernier, 
est egale a la resultante des actions exerce'es par les portions CÄT/), CPD 
sur ce point; ii se trouvera donc sollicitc par deux forces de meme direction, 
de meme sens et egales a cclle qui provient de lattraction de la partie CPD 
sur ce point. Or la couche etant infiniment mince, on pourra assimiler lactioD 
de la calotte CPD sur le point P ä celle d'une calotte spherique sur ce 
m^me point; des lors celle derniere force sera dirigee suivant la normale PH 
a cette surfare, et le point P sollicitc par une force double de meme direction. 
Donc la surface externe de cette couche est une surface de niveau relative a 
son attraclion *). 

12. Ce qui precede renferme implicitemment une Solution complete de 
Tattraction des ellipso'ides, homogenes ou heteVogenes, sur des points exterieurs 
ou faisant partie de ces corps. 

Prenons, en effet, pour surfaces isothermes, les ellipsoides homofocaux 
dont fequation generale est (/)); la couche auxiliaire du numcro precedent 
sera alors, No. 4., comprise entrc deux ellipso'idss semblables et semblablement 
places; et ses surfaces de niveau seront, No. 11., des ellipso'ides homofocaux 
a celui de sa surface externe. 

Donc, si par le point attire, pris en dehors de la couche, on fait passer 
un ellipso'ide homofocal a celui de sa surface externe (et on ne peut en 
faire passer quun seul) Taction de cette couche sur ce point sera dirigee 
suivant la normale, en ce point, a cette surface de niveau relative a cette couche. 

De lä ce the'oreme connu : Laction (fit une couche infiniment mince^ 
comprise entre deuoc surfaces ellipsoidales semblables et semblablement placces 



*) On dedoiraik de U par nn calcol irös - simple , )c ih^or^me de Laplace, enonce an No 1., 
et ce mdme Üi^rcme g£n£ralis6 par M. Foinon, 
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exerce sur unpoint ext^rieur, est dirigee siuv>ant la normale , en ce point^ ä 
fell/psoide qui passe par le point atlirS, et qui est homofocal ä celai de la 
surface externe de la couche. 

13/ En vertu du No. 8, Ics attractions de • cette couche sur les 
difTerents points de cet ellipsoide homofocal passant par le point attire, sont 
proportionnelles aux distances des plans tangens ä cet ellipsoide en ces points, 
au centre de la couche. Elles seront donc aux extremitcfs des diam^res prin«* 
dpaux proportionnelles aux longueurs de ces diam^tres. 

14. Enfin d'apres le No. 9., les attractions de cette couche sur deux 
elemens correspondants sont Egales; et comme ^ un element quelconque pris 
sur lune des surfaces de niveau de la couche» repond un seul cfl^ment cor^ 
respondant sur toute autre surface de niveau relative a la m^me couche, i( s*en- 
suit que; la somme des actions que cette couche exerce sur tous les pomis 
duru quelconque de ses surfaces de nweau^ est constanie. 

Ce th^ordme aurait d'ailleurs pu se deduire des No. 7 et 11. 

15. L'expression analytique p du potentiel de la couche sur le point 
attire ext^rieur ä cette couche, est facile ä calculer. Gar eile ne diffire que 
dune quantit^ constante, de celle de temperatures permanentes de lenveloppe 
ellipsoidale terminee par deux surfaces de niveau relatives a cette couche. 

Or, nous avons trouve pour cette derniere, No. 6.» 



^'^'Xi^a'-A'-M'"*"^*' 



a etant le demi-diam^tre principal de Tellipsoide homofocal passdnt par le 
point attire. En designant donc par ^i, bi, Ci les longueurs des demi-axes 
principaux de cet ellipsoide, et par Oy b, c Celles qui se rapportant k Tellipsoide 
externe de la couche, on pourra poser 

X;^ elant egal a Oi^ — b^^, ju? a a^ — c^^ et ayant 

a,^-b,^ = a^-b\ a,^-c,^ = a^-c». 

La constante C^ a ete remplacee par ^TC^fbcda^ q etant la densite 
de la couche, Aitbcda son voIume, etyie coefficient de lattraction universelle. 
La composante, suivant faxe des x^ de lattraction de cette couche sur le 
point attire dont les coordonnees sont x, y, z^ sera 

,-. dxi dv «fo, - -. , p^x 
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en observant que -j^ ■■ —% (Voyez le No. 5.) et quc Aj = |/ai* — A«, t'i 



Mais cos a = -7. donc 



th^' 



-1- » Anofbeda -~r — cos a • 
dx Ci^iCi 

On aurait des expressions analogues pour les composantes %- » ir t 

de l'attraction de cette couche sur le m^me point, suivant Faxe des y et laxe des z. 

16. La formale (/) ramcne aux quadratures le calciil de rattraction 
dun ellipsoide, homogene ou heteVogene, sur les poiiits exteneurs. 

Dans Fun et lautre cas, nous decomposerons , en effet, lellipsoide en 
couches infiniment minces, chacun delles etant comprise ontre deux ellipsoides 
semblables ä celui qui termine le corps, et semblablement plactfs. 

Considerons Jabord le cas de rhomogeneite: 

Soient^, B, C, les longueurs des demi-axes de la surface ellipsoidale 
qui termine le corps; a^ b, c, Celles des demi-axes de rellipsoide externe d une 
de ses couches; on aura 

a . c 
Si Ton designe par £ii, di, Ci les longueurs des demi-axes de lellipsoide 
auxiliaire passant par le point attirc et homofocal a lellipsoide externe de la 
couche, on aura pour detcrminer Oi et par suite bg et Ci, les cquations 



y 



,1 



ca 1 



ai» ^ a.« + (6* - a») ^ a,* -h (c* - a») 

a:, y^ z ctant les coordonnces du point altire. 

Cela pose: la formule (/) donne Texpression de la composante, suivant 
Taxe des a^, de lattraction de cette couche sur le point .t, y, z; il sensuit donc 

dV 
qu*en appclant ^ celle qui se rapporte a la m^me direction et au corps tout 

entier siippose homogene, 



g - ingfx 



^ r^ , bcda 
J ^ ai'iic, 



Les relations (12) convertissent Tequation (13) en celle -ci 
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ou 



a» . d* 



(14) 









qui delermine lij en fonction de a, On en d^duit 



^ 1 a j * 

rfa — -ä öl « • ~ , partant 



A 

dj 
dx 



= ingfx I öl 

^' i.c, ' 

^1 designant la longueur du demi-axe, dirige suivant Taxe des a^^ de lellipsoide 
passant par le poiiit altire et homofocal a celui qui tcrroine le corps attirant. 
Celle derniere cxpression peul successivement Äccrire, 

/»^" hcd* — 

d-± 



inQjxBC I — : — T- ■ — 

J' K*-*..(i;-i)Fvw(j:-i 

PA* —ja- — 



ou enfin , en posant — =: i/ , 



dx 



PA, _y gy 

= \7iQfxBC j V^^-HttUß*-i4') K^' + u*(C*-il*) 



ce qui est ia foruiule connue; A^ cftant dorine par requation 



y" 



17. Couside'rons actuellement le cas de Telllpsoide hc'lerogene, et sup- 
posoiis (|uc chacune des couches infinimcnt minces dont il est compose soit 
homogrne, Ia denslle' varianl de l'une a Faulre de ces couches suivant une loi 
exprinie'c par une fonction du demi-axe principal a de la surface externe 
de tliacune (rdlcs, On pourra encorc, dans ce cas general, ramener aux 
quadratures Ia determination des composantes^ suivant les axes des coordonncfes. 
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dt rattraction de ce corps sur les points exteriears. 
Car ayaiit pose 

lequation (14.) donnera 



g F (Au Yj^ + A*-hu*iB*-A') "^^ -l-u»(C«-it»)/ ' 
te 

A 



.4„^.c/;y^ 



On obtiendrait des expressious aualogues pour les deux autres composantes, 
dV dV 
d9' dz' 

On peut remarquer qu en prenant la densile q en raison in%'crse du 
demi-axe a comme Tont suppose plusieurs geoinetres, lexpression prece'dente 
sobtient sous forme finie par les premieres regles du caicul integral; mais 
nous ne saurions nous arreter k ces de'tails. Il est cependant remarquable quon 
puisse dans ccrtains cas, obtenir sons forme finie, les composantes de fattraction 
d'un cllipsoi'de heteVogene, tandisque que pour le cäs des ellipsoides homo* 
genes il faut recourir aux fonctions elliptiques. 

18. Si le point atlire ctait situe a la surface du corps, on aurait 
Ai^=^ A et parconsequent 

- . BC _i u^du 

19. Enfin, si le point attirc faisait parlie du corps, on ferait passer 
par ce point un ellipsoi'dc a, b^ c semblable ä cclui qui termine le corps. 
L*action de la couche comprise entre ces deux surfaces semblables, sur ce point, 
serait nulle; et celle de la parlie restante du corps aurait pour composante, 
suivant laxe des Xy la mome expression (i^O* en vertu des equations 

d - £ « ^ 

a h e ' 

^ 1 . 1 . , 1 dV dV . • 

On obtiendrait les deux autres composantes ^r, ^. par un simple 

cfchange de lettres. 

Elles ameneraient donc de nouvelles quadratures a eflectuer; mais par 
Crcllc'f Journal f. d. M. Bd. XXXl. Heft 2. 21 
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an changement de variable independanle du k Laplaoe (voir le 3« liyre de la 
mccaniquc eheste) on peut faire dependre ie caicul des trois composantes, 
de la determination d une seule integrale. 

M. Jacobi a aussi presente les trois composantes de raltraction des 
ellipsoides sur les points interieurs sous une forme tr^ (fl^gante« 

Pour les obtenir, cet Labile geom^tre pose 

A 

OL ^tant la nouvelle variable independante; et on trouve facilement 



^^•/."(«-;.)v'(.^lO('-5)('-^)' 






20. Le beau theor^me de M. Ivory sur le rapport de rattraction exercee 
par deux corps termines par des surfaces ellipsoTdalcs et homofocales entrelles, 
8ur deux points correspondants 6itues sur les surfaces respectives de ces deux 
Corps, peut se deduire des formules pr^cedentes. 

En ofFet« soient A^ B, C les longueurs des demi-axes de Fune de ces 
surfaces; A\ B\ C^ celles de la deuxieme que nous supposerons inten'eure 
h la premiere et concentrique; .r', y'^ z' les coordonnrfes d'un point ßf' plac^ 
5ur la premiere, et je, y , z celles d'un autre poiut jM place sur la seconde« 

Les surfaces etanl homofocales et les points Af, M^ ^tant correspon- 
dants, on aura 

JB^ - ^ = 5'' - A'\ C^-A':=zC"- A\ 

x' A^ v! _ B ^' C 

Designons actuellement par X la composante» suivant Taxe des o?» de 
lattraction du premier ellipsoide sur le point AT int^rieur a ce corps; et par 
X* Celle qui est relative au second ellip^oTdc sur le point ext^rieur M\ et 
suivant la meme dircction. 

On aura par les formules des Na 16. et 18., 
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Changeons de variable inde'pendante« ^ Taide de l'equation 1/ = -^r p; 
la derniere formule se transfonnera, en ayant egard aux relatioos pr^c^dentes, en 

donc 

jj7 ■• gFQi\ et par suite 
Y AC Z_ An 

y, Y\ Z^ Z', designant les composantes suiTant les aies des y et des x, de 
lattraction de ces deux corps scir les minies pomts ilf » M*. 

Ces trois dernieres ^alites dämoQtrent le theor^me de M. IfHiry. 

Ce th^oreme reduisait evidemraent le caicul de rattraction des ellipsoides 
homogenes sur les poinis int^riears et sur les points extcfrieurs, senlemeot ä Fun 
ou 1 autre de ces deux cas. Or le premier peut dtre trait^ d une inaniire directe 
par un caicul fonde snr la nature particuK^e de la surface qui termine ces 
Corps; on avait donc ainsi une th^rie complite de lattraction des ellipsoi'des 
homogenes. Mais il restait encore ä examiner le cas des ellipsoides htft^rog^nes. 

21. L*illustre auteur de la mecanique ciHeste se servait dun th^orime 
difli^rent de celui de M. I^ory, pour passer de Fattraction des ellipsoides homo- 
genes sur les points int^rieurs, au cas des points ext^rieurs. 

La demonsiration de ce ih^or^me est facile par ce qui pr^cide. La 
formule (ff), du No. 15., fait Toir, en efTet, que le potentiel d*une couche 
sur uu point exten'eur est proportionnel a son voluroe ^ichcda^ lorsque Ot, 
demi-axe de Fellipsoide auxiliaire passant pour le point attire et homofocal ä 
celui de la surface externe de la couche, est constant. 

Donc, si on considere le potentiel pour le m^me point, d*une nouvelle 
couche terminee ä Fexteneur par un ellipsoide homofocal ^ celui de la surftet 
ei^teme de la premi^re et a l'inteneur par un ellipsoide semblable; on aura, en 
designant par if ce potentiel et par Aicb^ddaf le volume de cette scconde 
couche, 

21» 
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tf ^ TTdS ' 

Ainsi: les potent iels de deux couches mfinunent rrunces^ comprises 
chacune entre deux ellipsoides semhhihles et doiit les surfaces externes sont 
liomofocales^ sont poiir un m^me point exterieur ä ces couches^ proportionnels 
ä leurs volumes: les actions de ces deux couches sur ce m^me point ^ ont une 
rnSme direction qui est celle de la normale^ en ce point, de tellipsoide quiy 
passe et qui est homofocal ä leur surfaces externes. 

Cette (lerniere eqiialion (15.) pcut aisemeiit setendre ä deux corps 
homogenes termines par des ellipso'ides hornofocaux, en decomposant chacun 
de ces corps en couches infiniment minces dont chacune serait coniprise entre 
deux eliipso'ides scmblables. 

En designant donc par T^, V les potentiels de ces deux corps sur un 
m^me point exte'rieur; par A, JB, C les derni-axes principaux du premicr, et 
par A\ B\ O ceux du second, on aura IVquation 

qui fera connaitre V par V ou rcciproquement. 

Au reste, celte derniere cquation pourrait se de'montrer par la formule 
du No. 16.» Sans quon eüt besoin de passer par la decomposition de chaque 
corps en couches infiniment minces. 

On a, en effet, par celte formule 

A 

dV . ^„ r'^i u'du 
~j-~ = inofBcx I - — — . 



pour le premier ellipsoVde, el 



A' 






^ Jo |/>'^V(B^-^) l'^-f-u'CC*-^) 



pour le second ; Ai ayant evidcmment la meme valeur pour les deux. 

Or, en posant u = -r i>, celte derniere formule se transforme imme- 
diaternent en celle -ci 

dV , j^A'B'C r^i v'dv 



- s» iTtgf ■ - X I — 



dx '''' A J ^ ]/^» -t- »» (ß* - ^) V^ -I- e» (C* - ^») 
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donc 

dV ABC dV 
di''Ä'ß'&"dF' P"^«"* 

dV ^ ABC dT 
dy J^ßrC' d3 ' 

dV^^BC dV 
ds *" A^B'C ~d% 
et par suite 

22. Les beaux . travaux de M. Poisson *) sur Fattraction des ellipso'idcs 
dispensaient d'avoir rccours a Tun ou Taulrc de ces deux theorimes. Ce 
Geometre avait, par un caicul direct fonde sur la nature des surfaces ellipsoi- 
dales, ramene aux quadratures les composantes de Tattraction d*un ellipsoide 
homogene sur un point exteVieur, Apres avoir vaincu celte premiere difficulle 
de caicul qui avait pendant si long-temps resiste aux cfforts des plus grands 
geomelres, ce celebro analyste avalt donnc Texpression de rallraction, sur un 
point cxte'rieur, d'une couche inßniment mlnce compnse entre deux surfaces 
ellipsoidales semblables et semblablement placees, et en avait dcduit Fattraction 
d*une ellipso'ide he'tcrogcne. 

Gelte savaute analyse constituait donc une theorie complele de Fattraction 
des ellipsoi'des, tant homogenes qu'heteVogenes, sur des points exteneurs ou 
faisant partie de.Ia masse: mais eile avait ses diflicultes. 

Elles avaient ete, il est vrai, dudees, comme on le voit par les travaux 
de M. Chaslcs\ mais les methodes employe'es par ce geometre, quoique fort 
elegantes, reposaient sur des proposilions de geometrie assez epineuses et sup- 
posaient qu'on devait coiiside'rer, tantot une couche compnse entre deux ellip- 
soides semblables et sembiablement places, tantot des ellipsoidos homofocaux^ 

Nous avons pense quil etait utile d'exposer un procede simple, fonde 
sur des princips generaux, dont la marche ne pnt etrc eclaire par les rcsultats 
supposes inconnus auxqucls il condiiit dans les appiications , et ^ui fut 
susceptible d'etre appliquc a dautres corps. 

Dans une autre occasion nous ferons connaitre les resultats qu^il offre 
pour les Corps homogenes ou heterogenes, terminc's par quelques surfaces de 
revolution ; soit qu*il s agisse de la nalure des surfaces isothermes de ces corps 



*) Yoir lei nemoirfi de r«c«deniie des scieocct de Paris, Tom XIII. 
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dans leur etat d'equilibre de temperature ; soit quon veuille eludier rattracfioH 
de ces corps sur des points Interieurs ou exteneors a leurs masses. 

23. Pour ne rien laisser h desirer sur la theorie importante de Fattraction 
des ellipsoVdes, nous alions la reprendre et en donner une d^monstration indc- 
pendante de la consideration des surfaces isothermes. Elle sera uniquement 
basee sur des thcor^mes gen^raux deduits de la theorie du potentiel 

24. Soit 

Tune des surfaces de niveau d'un corps ou Systeme de corps. Le potentiel P^ 
de ce Systeme sur un des points de cette surface ^fant foncfion des coor- 
donncfes de ce point, et devant conserver la m^me valeur pour tous les points 
de cette surface, sera une certaine fonction du parametre a 

Un calcul identique h celui du No. 3. dcmontrera que: si, sur une 
surface de niveau (juelconque^ ou construä (comme il a et^ dit dans ce 
numero) une couche douSe du pouvoir atiractif svivant la loi naturelle^ 
taction de cette couche sur un point placi comme on coudra dans tenceüüe 
quelle ditermine^ sera nulle. 

25. En prenant pour surface de niveau, un ellipsoTde 

^^' ? "*" ft* ■*" ? ^ ' 

la surface interne de la couche auxiliaire que Ton construit sur toute surface 
de niveau sera, dapr^s le the'oreme pr^cedent et le No. 4.» un ellipsoide 
semblable et semblablement plac^. 

La surface de niveau infiniment voisine sera, No. 5«, un ellipsoide 
homofocal au premier. Ce dernief ellipsoide etant une surface de niveau du 
m^me Systeme de masses, la surface interne de la couche auxiliaire que Ton 
construira sur lui sera un ellipsoide semblable et semblablement plac^, et par 
suite la surface de nivean infiniment voisine sera un ellipsoide bomofocai all 
second et partant au premier; et ainsi de suite. Donc, sivn ellipsoide est une 
surface de niveau d'un systime de masseä, tous les eÜipsoiäes honw/ocauac 
au premier seront encore des surfaces de niveau de ce m^me systime. 

L'equation generale de ces surfaces sera donc 

X/*, fii^ etant respectivement egaux ä a* — Ä*, a^-^c^. 
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Or ficru^ avons viit Mo« 11., que la surface externe de la couche 
auxiliaire que Ton constniit sur foule surface de niveaUi ^tait eile m&ne une 
surface de niireau relative a son attraction. Donc, on pourra daiis le cas pre- 
sent , prendre pour sysleme de masses la couche auxiliaire consf mite sur fellip- 
soide (18.)f et des-Iors les surfaces represent^es par Fffquadofi (D.) seront 
des surfaces de niveau relatives li faction de cette couche , dont Ja surface 
interne est un eliipso'ide semblable et semblablement plao^ ji celui de sa sur- 
face externe. 

26« Cette couche ^taot comprise entre deux elUpsoides semblables et 
semblablement places^ et he% surfaces de niveau ^tant des elUpso'ides homo- 
focaux a celui de ^a surface externe , il en resultera le th^or^e i^nonc^ au 
No. 11.; en se rappelaot toutefois que l'action dun corps snr un point quel* 
conque d une de ses surfaces de niveau est dirig^e suivani la normale^ en ce 
point, ä cette surface. 

27. Un caicul semblable k celui du No. 8.» drfmontrera le th^or^me 
enonce au No. 13. 

28« Clierchons actuellemcnt fexpression p du potentiel de cette couche 
sur un point axterieur« 

Nous avons demontrcf» No. 3., qu'en appelant dia f^le^ment dune sur- 
face quelconque ^(Fig« ]«)# ^ 1^ distance NP^ et i langte forme par cette 
droite NP et, la normale PH k cette surface, on a 



// 



— .- cost =« 4;r, 



cette integrale ^tant ^tendue k toute la surface, et la point N e'tant place 
comme on voudra dans son ibt^rieur. 

Gelte th^oreme aura donc encore Heu pour une surface de niveaU 
dun Corps oii Systeme de corps, enveloppant tout le Systeme. 

Soit A une de ses surfaces de niveau ; on a vu , No. 3. , que 



jfj ^ cos .• ^JJd^ (^ ^^ « + ^ '^' ß ■*- li'^'y) ' 



1 



mais - est le potentiel d*une masse ^gale ä lunit^, placke au point N^ et le 

trinome soumis au signe J exprime l'action de cette masse sur le point P^ 
estimee suivant la direction de la normale PH a cette surface: Donc^ puisque 
Fintegrale du premier membre, etendue ä toute la surface A, est egale ä 
4 TT, il en re'sultera que la sonune des valeurs num^nques des actions exercees 
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par celte masse sur tous les points de cette surface et estimifes suivant m% 
directions normales, sera egale ^ Atc. 

£n prenant le point N dans toute autre position du Systeme de corps 
que Ion considerc, on aura un resultat analogue pour la somme des Yaleurs 
nume'riques des actions normales exercees par la portion de masse ^gale ä Funit^. 
appartenant a ce Systeme et placee en ce point Or pour un m^me point P 
quelconque, les aclions normales excrcees par ces deux masses, egales chacune 
ä Tunite, donneront une rcsultante egale ä leur somme et dirigcfe suivant la 
m^me droite. Donc la somme des valeurs num^riques des actions normales 
de ces deux masses, sur tous les points de cette surface, sera ^gale ä 4^x2. 

Ce resultat peut evidemment sVtendre ä la masse enti^re du Systeme 
de corps: Mais alors la surface A etaiit une surface de niveau de ce Systeme, 
la somme des actions normales exercees par toutes les parties de cette masse 
sur un m^me point P de cette surface, exprimera laction totale du syst^e 
sur ce point. ll eo resultera donc ce theoreme du li M. Chasles"^): 

La somme des paleurs numeriques des atiractions quun corps ou 
Systeme de corps exerce sur les ilimens superficieh dune de ces surfaces de 
niveau, quand cette surface entoure le Systeme de toutes parts^ est dgale ä 
la masse entüre du systkme multipliee par 4 it. 

Nous pouvons actuellement passer a la determination du potentiel c^. 
Car en conservant les notations du No. 15« et prenant pour Systeme de masses 
la couche infinimcnt mince dont nous avons parle au No. 26., le the'oreme 
precedent fournira IVquation 



ff 



— d<a *=^ inm , 



m designant la masse de cette conclie. 

Or m = ingbcda, ^- - ^ j-f dii ^ la,' ^^"^ lequation 

preccdente devicndra 

-7—3—11 hdia =s i^iiTiobcda^ et 
da, da,JJ 

comme Jj ^dut = i'xbiCida, , on en deduira 

-7— ■■ ingbcda 7 — ; dou 
da, ^ 6|Ci 



*) Voir les addilioot k la coooaiMaDce des leiD|is pour 1845. 
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eo r^tablissant le coeflicient fAt rattraction universelle qui a ete pris pour unite» 

V ■■ Angfbcda f-r^. 

Avec cette expression, ou pourra eVidemment continuer les calculs des No. 15. 
et suivants. On aura ainsi une nouvelle Solution de lattraction des ellipsoides» 
indcfpendante de la consideVation des surfaces isothermes. 

29« On deduit de ce qui pr^cede, sans nouveaux calculs, des th^oremes 
relatifs a Felectricite, et demontres pour la premi^re fois dune mani^re analy- 
tique par M. Poisson^ connme on le voit dans les mimoires dt Vinstitut pour 
tarmie 1811. 

Lorsqu un corps conducteur a ete e'Iectrise, le fluide en exc^s se retire 
ä la surface et y forme une couche infinement mince, retenue ä Fext^rieur par 
le contact et la pression de l'air environnant. Sa surface externe est celle du 
Gorps e1ectrise^ sa surface interne doit dtre teile que lorsque Tequilibre est 
^tabli, cette couche nVxercc aucune action sur le fluide neutre des pointsintc^- 
rieurs du corps et que la repulsion quelle produit sur un point quelconque 
de sa surface externe, qui est celle du corps, soit normale en ce point a cette 
surface. 

Si le corps ^ectrise est termine par un ellipsoide, on d^duira de ce qui 
prec^de les conscfquences suivantes: 

1. La couche ^lectrique, ä la surface Jun ellipsoide, est comprise entre deux 
ellipsoides semblables. 

2. Son action r^pulsive sur un quelconque des points de sa surface externe 
est normale, en ce point, a cette surface et proportionnelle ä son ^paisseur 
en ce point; puisque la formule No« 15. 

-7- ■■ ingfbcda • f cos cv, 

1 11 ^ t da 

se convertit, en vertu de Oi = a, 0| = o, Ci = c ^* T ^^ "^^ ^^ 



^ - inQf% cos fl, 



et par suite Taction de la couche est e'gale ä AiCiffe. 

3. Ses actions sur les diffcrents points de sa surface externe sont, No. 13., 
proportionales aux distances du.centre du corps aux plans tangens li cet 
ellipsoide en ces points. Donc, aux extr^mites des diam^tres prindpaux, 
elles sont proportionelles aux longueurs de ces diam^tres. 

Cfolle*f Joonal f. d. M. Bd XXXI. Heft 2. 22 
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D ou il r^sulte que si Ton considere des ellipsoides de plus en plus 
allonges, le fluide clectnque saccumulera aussi de plus en plus yers leurs 
p6Ies; la pression exercee contre Fair exteneur augmentera et finira par 
depasser la pression atmospherique; en sorte que le fluide iHectrique sV- 
chappera h travers Fair. De \h Fexplication mathematique de la d<fperdi- 
tion du fluide eleclrique par les extremites des corps allong^s. 
4. Enlin le theoreme (3.) aura encore lieu pour tous les points de tout autre 
cllipsoide homofocal h celui de la surface du corps. 

Paris en Aoüt 1844. 
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10. 
Note sur la division abregne en arithm^tique. 

CPar VidUeur.) 



Jj a pani celte annee chez Mathias un ecrit de 72 pages in 8^ sous cc titre 
JLa division abregee ou methode ngoureuse et facile pour simplifier cette Ope- 
ration de rarithmctique^ par Mr. P. Guy^ ancien eleve de Fecole polytechnique, 
capitaine d'artillerie, membre de la legion d*honneur/' 

L auteur prouve d*abord dans son ecrit que les methodes de division abre- 
gee enseignees par liezout, Reynaud et Bourdon sont fausses. Puis il discute 
la methode de Fourier qui a la verite est cxacte mais peu maniable, si le quotient 
doit avoir beaucoup de chiFfres, et ensuite il presente sa methode par laquelle 
,Je calculateur peut trouver a son choix avec moins de contention d esprit et 
beaucoup plus rapidcmenl que par la methode vulgaire 1^ le quotient cherch^, 
sauf une erreur en plus ou en moins mais plus petite que 2 unites de Tordre sur 
lequel on sarr^te; 2^ le quotient cherche sauf une erreur en moins plus pe- 
tite que 3 unites de Tordre auquel on s'arr^te; 3^ au besoin le quotient exact 
lui m^me." 

L'auteur a presente son ouvrage a lacademie des sciences de Paris et 
voici ce qu en ont dit les commissaires Mrs. Binet et Cauchy dans leur rapport, 
dont un extrait est imprimc a la tete du traite\ 

„Quant ä Terreur commise, dans le second cas (Forsquon eflectue la divi- 
,fi\oTi abregne), eile n avait encore etc estimee, du moins a notre connaissance, que 
ndune maniere inexacte. Les auteurs des traites d arithmctique avoient suppose^ 
^ tort^ que la partie de cette erreur due a chaque soustraction ne surpasse pas 
fMne unite de lordre auquel on s'arrete. M. le capitaine Guy rectifie cette as- 
y^ertion et prouve tr^s-bien que la limitc 1 doit etre remplacee par la limite 2. 
„Daiileurs Fappreciation de Ferreur qui peut affectcr chaque dividende partiel, 
„dans la division approximative, conduit immcdiatement comme l'auteur la re- 
„marque, a la regle que Ion devra suivre, si Ton veut obtenir le quotient de deux 
„nombres avec un degre d^approximation determine'. Nous ajouterons qua la 
Jimite 2 ci-dessus rappelee^ on peut substituer, avec avantage, la limite plus 

22» 



168 10« ^^ *^ ^ dkdium abregie en arUhmäijue. 

«ybasse ]>8 qui se trouve eile m^me indiqu^e par Tauteur. £o resume les com- 
„fnissaires pensent que l'auteur du memoire soumis k leur examen » en redifiant 
^»une erreur qui ii*avait point ete apcrgue» et en tra^ant avec sagacite la marche 
9,que Ion doit suivre, dans la division approximative, pour obtenir le quotieiit 
^de deux nombres avec un degr^ d*approximation determine, a ainsi apporte un 
„perfectionnement utile h une opeVation usuelle de Tarithmetique. Ils proposent» 
,,en consequence^ ä TAcademie d'accorder son approbation au memoire de M. le 
»^capitaine Guy/' 

Les conclusions de ce rapport ont ete adoptees le 13 Janv. 1845 par 
TAcad^mie et Touvrage est adopte par l'Universite'» pour Tusage des Colleges et 
des cfcoles normales. 

Comme tout ce qui contribue au perfectionnement et h la facilitation du 
caicul de chiflres, lien que se soit un obj^t tr^s ^l^mentaire» est d'une veritable 
importance, chacun ayant h faire ces calculs, IVditeur de ce Journal a cm devoir 
mentionner IVcrit de M. le capitaine Guy que les math^maticiens lirons avec 
int^ret. 

En m^me temps il profite de cette occasion pour dire de son cot^ quelques 
mots sur l'objet en question, et pour rapporter la methode de division abregne 
dont il se sert lui m^me dans la pralique depuis nombre d^ann^es. 

Si Ton desire connaitre non seulement le quotierU de la division d*un 
nombre par un autre nombre; mais aussi le reste complet de la division^ on 
ny parviendra, vraisemblablement d'une manicre plus facile et plus simple que 
par la division vulgaire generalement en usage. Mais il y a un grand nombre 
de cas oü il ne s'agit point du reste de la division, mais seulement du quoiient^ 
et c'est lä que la division dite ahregSe est k sa place. Labr^viation ou IVco- 
nomie de caicul coiisistera alors en ce qu'on ne continuera pas ä diviser suc- 
cessivement par le diviseur eniier comme dans la division complete, pour troii- 
ver les chiflres du quotient Tun apres lautre, mais qu on supprimera ä chaque 
nouvelle division un des chiffres a droite du Jwiseur, ]usquh son dernier chiflre. 
Cela est pennis, parceque la division repet^c par le diviseur entier^ si Ton ne 
demande pas le reste, entraine des calculs et des chifTres qui n'influent plus 
sur le quotient. Mais il faut que Toperation soit alors faite de maniere, que 
ious les chiffres du quotient trouv^s par la division abregcfe ou soient exacts, ou 
qu au moins le quotient trouv^ ne diflföre du veritable quotient que dans se% 
demiers chifTres, et au maximum d'un nombre d'unit^s appr^ciable, et cela est 
possible en effet. 



10. Note tur la dintion abregte en ttrUkmetique. 
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Un exemple eclaircira pour le mieux la mcthode k suivre. Nous em- 
prunterous de M. le capitaine Guy cet exemple, savoir celui No. 3. page 8., en 
ecrivant d'abord la division complite pour faire voir lefföt de la division abregne. 



Di>i8ear. I Diridende. 

1298768769 I 9045620239 50086175 
p,- 6.1298768769 » 7792612614 
1253007625 
}>,» 9. 129876876 »1168891884 

a 8 



9» 



p» 



?» 



9* 



1>» 



?» 



»9.9 

'6.12987687 
=»6.69 

•4.1298768 
B 4.769 

' 7.129876 
» 7.8769 

.6.12987 
»6 68769 

> 5.1298 
«5.768769 

.7.129 

» 7.8768769 

>.<-5.12 

9, - 6.98768769 



84115733 

77926122 

4 



6189607 

5195072 

3 



Quotient 
696476575,0 



P« 



y« 



994532 
909132 
6 

85394 

77922 

4 



Pi 



97 



9* 



7467 

6490 

3 



1 
40 

14 

260 

076 
1848 

1383 » 



— r. 



04656 

12614 
920421 

843845 



97410765767 
903 

J 1381383 

64 

60 
4 



93843845 
93843845 



000000000 



Dans cet exemple le divideiide a precisement le nombre de chiffres ne- 
cessaire pour lui appliquer la division abrege'e Sans diviser plus dune fois par 
le diviseur totai. S'il y avoit plus de chiffres au dividende, on devroit diviser 
plus dune fois par le diviseur total, et s'il y en avoit moins, il auroit fallu ajouter 
au dividende le nombre necessaire de zc'ro et se'parer par une virgule dans le 
quotient un nombre egal de chiffres a droite. II fant qu'on divise au moins 
une fois, savoir la premt'ire fois, par le diviseur total, toutes les fois qu'on 
demande pour le quotient toul Ic nombre des chiffres que la division abregee 
peut fournir. 

Cela pose, les nombres designe's par p et q dans l'exemple, pris enseni' 
bk, donnent chaque fois, comme on le voit, les nombres totaux et exacts qui 
soot h retrancher des restes r successifs. Les nombres p sont ceux qui se 
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Demande t on un quotient qui soit exact h plusieurs decimales, il ny 
a qu a ecrirc le nombre necessaire de zcro a droite du dividende, d'opercr alors 
d abord la division vulgaire pour aulant de chiffres quon a ecrit de zero, puis 
de faire la division abregee, et de separer enfin par une virgiile aulant de 
chifTres a droite dans le quotient quon a introduit de zeVo. 

Ecrivons maintenant la division abregee pour I'exemple ci-dessus comme 
eile seroit a opeVer effectivement suivant cette regle 

IQaotienL 
696476575,0 



DivUeur. 
1298768769 
/>, «6.1298768769 


1 


Dividei 
9045620239 
7792612614 


■de. 
50086175 


p, -9.129876876,9 


1253007625 
1168891892 


= r, 


p,» 6.12987687,6 


84115733 
77926126 


— rt 


/>«« 4.1298768,7 
p» - 7.129876,8 


6189607 

5195075 

994532 

909138 




;>,•> 6.12987,6 


85394 
77926 


" U 


^-6.1298,7 
ft- 7.129,8 
p, - 5.12,9 


7468 

6494 

974 

909 

65 

65 




— r. 



Le quotient trouv^ ne <]ifi(^re pas du tout, comnie on voit, da veritable quotient. 
Donnons encore un autre exemple pour le m^me dwisew. Soit de> 
mand^ la valeur de la fraction 



0,00098370214 
0,000000001298768769 



983702140000000 
1298768769 



ä 8 dc'dmales pres. 



10. Note ttar la diniricn dmgie tn arähmäijue. 
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Dirisenr. 1 Dividende. I QnotienL 
1298768769 1 98370214000000000000000 1 75741,12986697150 
p, a 7 . 1298768769 » 9091381383 



p, » 5 . 1298768769 « 
1>, = 7 . 1298768769 = 
p^ «= 4 . 1298768769 «» 
p» « 1 . 1298768769 - 
p, - 1 . 1298768769 = 
Pt -i 2. 129876876,9 B 
p, a 9 . 12987687,6 - 
p, «- 8 . 1298768,7 * - 
p„ = 6 . 129876,8 * - 



7456400170 
64938J3845 
9625563250 
9091381383 
5341818670 
5195075076 



1467435940 
1298768769 



1666671710 
1298768769 



387902941 
269753754 
128149187 
116889188 



11259999 
10390150 



869849 
779261 



p„ - 6 . 12987,6 
p„ = 9 . 1298,7 
p., - 7 . 129,8 
Px4 " 5 . 12,9 



»•i» 



90588 
77926 



»•n 



rit 



U, 



12662 
11688 



Tu 



974 

909 

65 





75741,1298669748 



Le Teritablc quotient est 

ayec un reste de 

0.0000000052499788 

Le quotient trouve' n'en diflere que dans )a dixiime de'dmale. 

Berlin, Juin 1845. 



CtOü&a Joimal f. d. M. Bd. XXXI. Helt 2. 
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Elementare Herleitimg des Nevrtonschen 

Gesetzes aus den Keplerschen Gesetzen 

der Planetenbewegung. 

(Von Herrn A. F. Möbiue, Professor in Leipzig^ 



Jtiine Ellipse kano als die rechtwioklige Projection eines Kreises auf 
eiDe Ebene betrachtet werden , und folglich die Bewegung eines Planeten JP 
in einer Elh'pse als die Projection der Bewegung eines andern Körpers O in 
einem Kreise auf die Ebene der Planetenbahn« Nach eineni bekannten oatze 
der Mechanik wird alsdann auch die beschleunigende Kraft f^, welche die el- 
liptische Bewegung von JP bewirkt, die Projection der beschleunigenden die 
Kreisbewegung von Q erzeugenden Kraft FF auf die Ebene der Planeten- 
bahn sein. 

Diese Betrachtung giebt uns ein leichtes Mittel an die Hand, um mit 
Hülfe ganz elementarer Sätze die einen Planeten P treibende Kraft F^ zu be- 
stimmen. Es sei j4B (Taf YII.) die grosse Axe =2a, C der Mittelpunct, CD 
die halbe kleine Axe, e die Excentricität und p der halbe Parameter der Ellipse» 
in welcher sich der Planet P um die in dem einen Brennpuncte S ruhende 
Sonne bewegt Man beschreibe über ^JS als Durchmesser einen Kreis und 
gebe diesem eine solche Neigung =i gegen die Ebene der Ellipse, dass die 
rechtwinkHge Projection des auf ^B normalen Halbmessers CE auf diese Ebene 
identisdi mit CD wird; denn somit wird die Projection des Kreises auf die- 
selbe Ebene die Ellipse selbst sein. Da hiernach CDE ein rechter Winkel, 
und CE=:^CB^ =:SD zufolge der Haupteigenschaft der Brennpuncte ist, so 
sind die Dreiecke CDE und DC S einander gleich und ähnlich, mithin DE 

= CS, und y^ ma — ~ oder sin i = e, d. h. dem über die grosse Axe einer 

Ellipse beschriebenen Kreise muss, wenn von ihm die Ellipse als rechtwinklige 
Projection soll betrachtet werden können, eine solche Neigung gegen die 
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Ebene der Ellipse gegeben werden^ dass der Sinus dieser Neigung der Ex- 
centricUnt der Ellipse gleich ist. Ueberdics hat man 

^^^ ^ CD» CD» I p 

Bei der Bewegung von P m der Ellipse und von Q im Kreise soll nun 
immer P die Projection von Q und mithin die Linie SP die Projection der 
Linie SQ sein. Die Flächengeschwindigkeit von SP, oder die Fläche, welche 
SP in der Zeiteinheit überstreicht, setze man =|c, und die Flächengeschwin* 
digkeit von SQ, =|/r, so ist die Fläche c die Projection der Fläche /r, folglich 

ras A: cos i, i» ■■ ^ «■ — c* und -7 » — . 

cos r 7) a p 

Da nach Keplers zweitem Gesetze c constant und daher nach der 
allbekannten Schlussweise die auf P wirkende Kraft P^ nach S gerichtet ist» so 
wird auch k constant sein; die auf Q wirkende Kraft W wird die Richtung 

SP 
QS haben und es wird /^, als die Projection von fF", ^^sö • ^^ *®*"' 

Wir wollen nun zunächst die Kraft TV zu bestimmen suchen und des- 
halb durch tiie den Kreis in Q berührende Linie QR die Geschwindigkeit von 
Q ausdrücken. Damit wird k = dem Doppelten des Dreiecks SQR = LQ. QR 
sein, wenn L denFusspunct des von«S auf CQ gefällten Perpendikels bezeichnet; 

folglich QR = ^. 

Es ist aber, wenn bei einem sich beliebig in einer Curve bewegenden 
Korper die Kraft, welche die Bewegung erzeugt, in eine Tangential- und eine 
Normalkraft zerlegt wird, letztere stets dem Quadrate der Geschwindigkeit, di- 
vidirt durch den Halbmesser der Krümmung» gleich. Hiemach ist die auf Q 
nach der Richtung QC wirkende Normalkraft 

^^ a aLQ'p.LQ'' 

Zugleich aber ist JV, als die nach der Richtimg QC geschätzte Kraft Wl 



oQ . ^, und daher 






und somit endlich die gesuchte, auf P wirkende Kr»ft 



SP ,„ c* SP 
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Es lässt sich aber leicht zeigen, dass LQ^si SP ist. Denn fället man 
Ton Q auf AB das Perpendikel QM, %o verhält sich 

MQiLS—CQ.CS—CE'.DE:=:MQ:PQ; 

folglich ist£.iS=PQ. Die bei L und P rechtwinkligen Dreiecke QLS und 
SP Q sind daher einander gleich und ähnlich ; folglich ist LQ =: SP. Hier- 
durch wird 

Die Kraft, welche einen Piarieten nach der Sonne treibt, ist daher 
umgekehrt dem Quadrate seiner Entfernung fon der Sonne proportional, 
und dieses nicht bloss für einen und denselben Planeten^ sondern auch con 
einem zum andern ^ weil das Yerhältniss c^\p zu Folge des drillen Kepler- 
sehen Gesetzes von einet* Planetenbahn zur andern constant ist. 

Zusatz. Die eben gemachte Construction ist insofern noch merkwür- 
dig, als sich aus ihr für die Ellipse, wenn diese als die rechtwinklige Pro- 
jection eines Kreises auf eine Ebene definirt wird, ein sehr einfacher synthe- 
tischer Beweis der Haupteigenschaft ihrer Brennpuncte ableiten lässt. 

Ist nämlich S ein fester Punct in der Ebene eines Kreises und Q ein 
beliebiger Punct in der Peripherie desselben, und fället man von Q und S auf 
die durch S und Q zu legenden Durchmesser des Kreises die Perpendikel 
QM und SL^ so verhalten sich dieselben 

MQ:L,S=CQ.CS, 

wenn C des Kreises Mittelpunct bezeichnet; (d. h. die Entfernungen der 
Puncte Q und S von den durch S und Q zu legenden Durchmessern stehen 
in einem constanten Verhältnisse.) 

Es werde nun der Kreis auf eine durch CS zu legende Ebene recht- 
winklig projicirt, und es sei dabei P die Projection von Q, und D die Projection 
von £, als dem Endpuncte des auf CS perpendicularen Halbmessers, so ver- 
hält sich 

PQ: MQ = DE:CE', 

und wenn man diese Proportion mit der vorigen zusammensetzt: 

PQ:LS=zDE' CS; 

(d. h. die Entfernungen eines beliebigen Puncres Q in der Peripherie und eines 
festen Punctes S in der Ebene eines Kreises, und zwar die Entfernung des 
Q von einer durch S und den Mittelpunct C des Kreises gelegten festen 
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Ebene, die des S von einer durch Q und C gelegten Geraden, stehen in einem 
Constanten Verhähnisse.) 

Bestimmt man folglich die Lage der Projections -Ebene so, dass D£ 
= CiS wird» oder vielmehr umgekehrt: bestimmt man im Durchmesser yljB, 
in welchem die Projectlons-Ebene den Kreis schneidet, den Punct iS solcherge- 
stalt, dass CS = DE und mithin, wegen der dann congruenten Dreiecke 
CDE und DCS, SD=CE—\AB wird, so wird PQ = LS\ woraus, 
weil alsdann die Dreiecke SPQ und QLS congruiren, SP=:LQ folgt. 

Auf gleiche Weise zeigt sich^ dass wenn man in AB die Linie DE 
von C nach F auf die andere Seite von C tragt, oder auch FD :=^\AD 
macht und von F auf CQ das Perpendikel FK fället, dass dann FP=^ KQ 
ist Wegen FC=CS ist aber auch KC=CL und daher FP+SP 
= KQ + LQ = 2CQ=s AB; welches die zu beweisende Eigenschaft der 
Brennpuncte F imd S ist. 



17S 13. A. Jacobij Bwäi wies ge(metrischen Saisses. 

n. 

Beweis eines geometrischen Satzes. 

(Von dem Prenu Lieut a. D. Herrn A Jaeobi m fireslaa.) 



Im 9ten Bande dieses Journals sind auf Seite 411. vom Herrn Profes- 
sor Pläcker zwei neue Sätze in Bezug auf das einem Kegelschnitte einge- 
schriebene und umgeschriebene Sechseck aufgestellt. Es scheint dabei ein 
Druckfehler vorgekommen zu sein, von dem ich nicht weiss, ob er später 
verbessert worden ist. Der eine Satz folgt aus dem andern mit Hülfe des 
Princips der Reciprocität, und ich will daher nur den zweiten Satz zu bewei- 
sen versuchen, welcher heisst: 

9»Wenn irgend ein Kegelschnitt und ein in demselben beschriebenes 
Sechseck gegeben sind , so lassen sich irgend zwei Winkel - Puncte dieses 
Sechsecks mit den vier übrigen durch 8 neue gerade Linien verbinden. Diese 

8 Linien schneiden sich in 12 neuen Puncten. Diese 12 neuen Puncte lassen 
sich durch 42 neue gerade Linien verbinden. Von diesen 42 Linien gehen 
6 nach einem allbekannten Satze durch den Pol derjenigen geraden Linie, 
welche jene beiden ersten Winkel -Puncte des eingeschriebenen Sechsecks ver- 
bindet; 12 schneiden sich zu vier in drei Puncten; 24 schneiden sich paar- 
weise in solchen 12 Puncten, welche zu drei auf den vier Tangenten der vier 
übrigen Winkel -Puncte des Sechsecks liegen." 

Sind j4, A\ Bp Bfy C und C^ die 6 gegebenen Puncte des Kegel- 
schnitts, so sind nach den 4 letztern Puncten von jedem der beiden Puncte 
A und A^ 4 Gerade g, also im Ganzen 8 Gerade g möglich. Jede Gerade 
gt die durch den Punct B geht, wird von den 4 durch A' gehenden Geraden 
g offenbar in 3 neuen Puncten p geschnitten, so dass im Ganzen 12 Puncte p 
entstehen. Werden irgend zwei der durch A gehenden Geraden g genom- 
men, so lassen sich bekanntlich die 6 Puncte p derselben paarweise durch 

9 Gerade k verbinden, unter denen aber ofienbar 2 sich in A' schneidende 
Gerade g be(in4lich sind, so dass also nur 7 neue Gerade Ar entstehen. Die 4 den 
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Punct yi enthaltenden Geraden g lassen sich auf 6 verschiedene Arten zu 2 
verbinden, und es giebt daher im Ganzen 42 Gerade k. 

In meiner ^Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen der ebenen Geo- 
metrie No. V.*" in diesem Journal ist z. B. der Durchschnitt der beiden Geraden 

* AB 

AW und A'B durch j^^'f und das Sechseck im Kegelschnitte, in welchem 

die Durchschnitte der Seitenpaare AB' und A'B^ A O und A^Q BC und B*C 

ABC 
liegen, durch "jh^'n bezeichnet; daher lassen sich die 12 Puncte p in fol- 
genden Formen darstellen : 

1 Af B f^ A% o o A^ C j A j (j p- A^ B ^ A j U 

^ :37V ^ :i7b • :?rc' *• a'Tc ^- 270^ ^- 2^r» 

^ A,B f. A,C ^ Aß AC A,Bf A,a 

Die 6 Geraden Ar, welche die Puncte 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6, 
7 und 8» 9 und 10, 11 und 12 verbinden, schneiden sich in dem Pole der 
Geraden AA' in Bezug auf den Kegelschnitt. Wir erinnern hier an die Eigen- 
schaft zweier Vierecke eines Kegelschnitts, von denen das eine demselben um- 
schrieben, das andere ihm eingeschrieben ist, und wo die Berührungspuncte 
des einen die Eckpunkte des andern sind. 

Den 4 Sechsecken 

A,B,C A, ff,(y A,B,R A,C,C 
A,tt,a* A!,ByC' A,aC' AÜSTW 

geboren 4 Gerade zu, die durch den Durchschnitt der Geraden BC und B^Cgt- 
hen, und die der Reihe nach die Puncte 1 und 3, 2 und 4, 7 und II, 8 und 12 
Teri>inden. Ebenso lassen sich zwei Systeme von 4 Sechsecken bilden, deren 
zugehörige Geraden die Durchschnitte von BB' und CC\ BC und B^C^ 
enthalten; folglich schneiden sich 12 Gerade Ac zu 4 in 3 Puncten. 

Ein Fünfeck im Kegelschnitte kann als ein Sechseck angesehen werden, 
in welchem die eine Seite unendh*ch klein ist; zwei solche Fünfecke sind z. B. 

A,jB,C^ A,B,B 
ÄBf,B' A',a,B* 

und im ersten liegen nach einem bekannten Satze die Dorcfaschnitte von AB* 
und A'B, AB und A'C\ BfC und BB in einer Geraden, wo BB die 
Tangente des Kegelschnitts im Puncte B darstellt. Die beiden Geraden die- 
ser beiden Fünforke verbinden die Puncte 1 und 6, 2 und 5, und schneiden 
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sich im Durchschnitt von B^C^ und BB. Ebenso schneiden sich zwei Ge- 
rade h im Durchschnitt von BC* und zwei im Durchschnitt von CC mit 
der Tangente durch B. Dieselben Folgerungen ergeben sich för die Tan- 
genten durch die Puncte B\ C und C'\ wodurch der Satz bewiesen ist. 

Breslau, den 6. Juli 1845« 






^^f4y,,,a^/n^^^^^''^^'^'^' 




CSU»*. /f»»t'/*<^ «^«kfc«,/»»^e>^*l_ c>t*> 4m^ jß^.e^if^lL/^i^^yt*^^«'' *»< «e/«*^at' 



U.' tut* Ol, 



U^HjttHA. . 



^^-^Jt^*" «'«'/^-- /KJZ/'t^f-^f 7 Anf*»^ /^ ^f^****m^0^ t^^ 






^ Ä^ >^e*^ /<!- .^/k«, c/^^xifa. 



13. Soo&i, tHM BediMgmgfglmdnmgm der IntegrabäOUi 181 

ii. ' :i 

tJeber die AiasM and 4ie^^^^ 
gleichungen, unter welchen eine gewöhnlielie 
Differentialgleicliniig zwisclien zWei Variäbeln 
fiter Ordnung ', und von der Form 

das unmittelbare Differentiätipns-K^ einer 

nach der allgemeinen Constante anfgelöseten ana^ 
lögen Diffefentialgleichiing (t»^l)ter Ordnung ist 

. (Ybü Herrn Prof.. AMie 9U.Zurißb.) 



. Oeit ^fäff ist m den hohem Th'eilen des Integralcalculs ein veceiiH 
eeber,. höchst folgenreicher Satz hekaunt, welchem: ich' in der Torliegenden 
Abhandlung ein Analogon^ namentlich,, was -den' Inhalt desselben betrifft, an- 
fuigen will. 

Einen sehr speciellen Fall desi.i^&j^schen Sähies behandelte zuerst 
Lagrange, indem er eine lineare DiiTerentialgleichung xwisdben vier Variabein 
auf eine analoge Gleichung rwischeh> (drei > Variabein zurückfuhren lehrte; wo- 
durch implidte die Möglichkeit heraiiitgesteilt ward/i tine solche Differentis^l« 
gleichuhg durch ein System :^weier endlichen Gleichuhgen zwischen dcD-vier 
Variabein zu integriren; 

Viel allgemeiner aber Taiitet der J^/lj^scbe Satz^: dass nämlich jede iiQ 
Beziehung auf die Differentiale der Variabein * lineare Differentialgleichung oiit 
/i Variabein durch ein System, von.' |h /öder §{n+l): Gleichuagen zwischen 
den .n Variabein integrirbar sei/ je nädidem n eine gerade oder eise ungerade 
Zahl ist^i! ..;'■ ■ ' ' . :-si-.; 

. : Anf ein dem Wortlaute naoh ganr . ähnliches Resultat bin ich bei der 
Ausarbeitung des dritten Bandes meiner Differential- und Integralrechnung 
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gekommen I als ich mir den in der Ueberschrift angedeuteten Gegenstand 
zur Untersuchung vorlegte. Nachdem ich nämlich die eine, fon Euler, Con-- 
dorget und Lagrange mitgetheilte gekis allgemeine Bedingungsgleichung, die 
in yorliegen^^r Abhandlung in ^jjio. 4^ mit (C) bezeichnet u^, ^leic^falU 
he)rgei(f(^lt h^e/ untefdahm ich ^s/^och'9!e iPolge'rah^^^^ 
entWJokdD» wie ei Xag7%^2?'in d«f^21tebvTorlesQfig^ auf £L' 417^1^1 sefaltt 
dasoifeben irLd^ons? .getfaan, wo er aän^ .UnterBudiiUfi^Q millbl^^ 
ten schliesst: „£nsuite,„pn ,peut aus^i prouver ^ue, d^ m^o^e, aiM pQU^vle$ 
,,fonctions du second ordre, rcqüation de condition se de^compose en aeux, 
,,qui ddvent avoir. iieu a la foist pour^le« fonctions du troxsiiiiie ordra, eile 
^fip df compoeer^^ e.Q trois; et, pQur4e^./oncligB» du quatr^me. ordre j^ eile fe 
,,dec6mposerä en (jfuatre ; et amsi de süif e . Dieser Stiaihdpiinct JUigrah^es 
Im iieln^'^viel ÄM)rflkyt<»t 'ti^M'4«fh }l^ beröetcf eLfeeit >Jer^IietiaK 

bÜiiatioii der. JDfifferetitiali^ächiJUigent nrii |^^^ als tw^Variabel«« wtklie die 
Bedingungsgleichungen der Integrabilität nicht erfüllen. Dieser grosse Geo- 
meter zeigte nämlich» d«$9 dner derartigen DifTerentialgleSchung jedesmal durch 
ein System von Gleichungen entsprochen werden könne, deren Anzahl um eine 
Einheit höchstens von der der Variabeln übertroffen wird. Diese allerdings 
richtige Aussage ist nunmehr durch die oben erwähnten Leistungen der beiden 
ffrdsaen Analysten Lagrange und Pfaffe was namentlidi die Differ&ntialglei- 
diungen erster Ordnung betrifll,^ zum grossen Nutzen für den lätegralicdilcid iiiif 
ihr^Mgem Grensen ztoäckgebracht worden. i 

Ein ganz ähnliches Bewenden hat es aber auch mit der Anzahl der 
Unter eioander wesentlidi verschiedehen Bedingungsgleichungen» deren :eine die 
in- dcir Uebevsofarift ifufgestelhe DifferentialgldchuDg mter Ordnung, «a erfiil- 
Im hat, damit sie, oder die daselbst dorch f^ dargesteUte Function von asy.y^ 
yu'Jtf **^ fi^u das Ergebniss der DifferentiatioD einer analcigen Eunbtion 
(ii*^l)ter Ordnung »sei. Mit den von Lagrange angedeuteten nBedingungli* 
gleichungen hat es allerdings sein richtiges Verhalten; es tritt aber mir der 
unbeachtet gelassene Umstand hinzu, dass selbige nicht sämnatlich unter ein- 
Iwider wesentlich verschieden' sind,' !sond^rn dass beinahe idiei eine I&ifte der> 
selben eine unmittelbare Eolge der übrigen; ist. 

• ' : In diesen Blättern wird zuenit die- oben erwähnte einaelriei oligefneiBe 
Bedingungsgleichung abgeleitet und von derselben nicht nur nachgewiesi» imv 
den, dass beim identisthen fiestandhabentderaelbeB' die.in '(kr>Oeberschrift 
wfgesteilte Function V in * der Ttiat das Ergebniss der Differentiation 
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analogen Function (n — l)ter Ordnung sei, sondern e9.wir|d auch das Ver- 
fahren angedeutet werden » zur Kenntniss dieser ietstem mittels ,dner Reihe 
auf einander folgender, einfacher Quädnitufen z^ g^anj^en. Eüerauf wird, nach 
Yorfühning einiger besonderer Falle/aas von X^ra/ig^i? angedeutete Syst.en^ von 
h Bedingüngsgleichungen aufgestellt lirerd^ti; wocäüf dann zum Beschlüsse der 
aflg^m^ine Beweis geführt werden wird / däss ' von den besagten n Lägrcinge' 
sehen Bedingungsgleichungen , je nachdem n eine gerade oder eine ungerade 
2SälEil ist/im ersten Falle |(/i«^2) derselben aus ilen übrTgen |(/i4-ä), im. 
zweiten Fall aber Kn— 1) aus den übrigen |(^-^'l) als Folge hervorgehen; 
so dass, im Fall die Ordnungszahl n: ungerade ist/ ^ie Anzahl der noch übri^ 
geh |(/i+l) Bedingungsgleichunjgen der bis jetzt bekannten kleinsten Änzal^l 
von Integralgleichungen gleich ist, welche einer linearen DifTerentialgleichiing 
mit eiher ungeraden Zahl von Variabein entsprechen, und im Fall n gerade ist 
(in welchem Fall die Anzahl der noch übrigen Bedingüngsgleichungen Kn-f-^ 
= |/i+l ist), diese Zähl die einer Kneareii DiflerSititialgleichüng mit einer 
geraden Anzahl von Variabelo entsprechtaden Jcleifisten Zahl ton lotegraA- 
gleichüngen um eine Einhat übertrifft; woitiit das im Eingänge angedeutete 
Analoigoii faeiigesteUt ist;, was auf einen w>ch innigeren Zusammenhaogi der hier 
parallel betrachteten zwei Fälle hindeyLtett pb^leich ich gegenwärtig bierubier 
noch nichts Näheres mitzutheilen im Stande bin. 

Wenn eine Differentialgleichung nter Ordnung, mit der absoltiten Va- 
riabeln oo und der relativen y^ folgemjennüsen dargestellt wird; ' ^ 

(1) y =^yn^{oG,y. yuy%, . . . y^C) + '4^(^tr,.ji, yi> • . -r—i) = 0* 

wo yuy%f ... yn^if yn die successiven Diflerehtialquotienten von y nach ^ 
und 9 und oj; beliebjge^ Functionen ^j^ller di^r Grössen i^jpd, so wird diese 
Gleichung, derei/ Aifj^druck )inlerhanda\>viDhi. GHtichheitszeichw wir bisweilen 
auch entweder durch f^, oder durch yn<p + '^ d^rstellei^ werden, dks PiMe-, 
rentiations - Ergebniss einer Differentialgleichung (n — l)ter Ordnung von 
der Form . , \ ^ -^ '^' ■ 

(5^) « =/(^* Jf>yu ytff JMi) 
sfcinv wi» y eine. Fdtiotioa der sineiMhi'der Parenthes^l enthaltenen Grossm 
bezeichnet und a eine allgemeine Gonstante ist, dieiiÄbesliglBr Fuiioliofiinidil 
vorkommt, falls die durch. 9^ '^ und'/ianged^tf(t40 ^Functionen von oc^y^yi, 
Ja. •• . Jn-i folgenden zwtei Gleichüngelii " ; v^ 

24* 



184 13. Beube, vorn BetKi^mgtißeiekmigm dar ItäesnAXUli. 

■ l ^ 4f • ■•■■ .■ .■=■:-•■...•. 

, y-^,' : ... ... , 

^ ] df dt dt dt df ^ 

\ ^ dx ^^dy ^ dj/i ^ dgz djfn^2 

identisch genügen. Umgekehrt: wenn eine durch y* ausgedrücLte Fupctian von 
^f y» yi» y2y ' • ' Jn^i diesen letzten zwei Gleichungen identisch genügt, so 
stellt die Gleichung (2), in welcher rechterhand die eben erw;älinte Function y* 
vorkommt, eine unmittelbar vorhergehende vollständige Integralgleichi^ng def* 
in (1) vorgelegten Differentialgleichung* nter Ordnung dar,. :,:,•. 

Wenden wir uns nun zu den Folgerungen, die aus der Annahme eines 
identischen Bestandhabens der beiden Gleichungen in (3)^, gezogen werden 
können. 

DifTerentiirt man unter dieser Annahme die zweite der Gleichungen 
in (3) partiell nach yn^-kf wo Ar eine der gapzen Zahlen 1^ 2, 3, • . . n — 1 sein 
kann, so ergiebt sich unmittelbar folgende Gleichheit: ; ; 

dSnr^ dyt^^i dxdynr^ ^ 'dydyn^ ^^dyidyn^* ''* ^J"^ ^n^dyi^ 
wo yo dvrch y zu ersetzen ist : - »Wird ferner das- ^totale Diffe#eiili«) von 
:5-^ durch rf. :^-^ und ider !Einfachheit wegen das ÖifTerential cfer der 

absoluten Variabein a: durch w bezeichnet, so hat man folgende Bestimmungs- 
gleichung: 

^A^f rfV '^ d^f iPf ' _ d^f , d^f, 

ta dyn-^ dxdyn-k dydyn^k dyxdy^k dy^t(fy'^ ^dym^idfn^k 

Verbindet man diese Gleichung durch Subtraction ' mit der vorhergehenden, so 
erhält man 

' ^» ij W\j -;df ^ dV' 'y""' 

welche Gleichung mit' der Gleichung «> 



<^ -^ y-^) df 1 



df 



dy^k ^'y»-*-! « rfy»^ 

oder, die erste der beiden zu Gmnde gelegten Gleichheiten beächtend/ auch 
mit der folgenden Gleichung: i :t' !^' 

dCtp +ynq>) ^ df ^ Lj.JL . ^ ' ■ 
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gltichbecieiiteml uti- Beachtet mdn endlich noch tiie Bedeutimgjvon JP^aus 
dffit Tbfgelegten iGIeidmag^ ]ifi>(l)v so ergiebt sich» als erste Folge: ^derobigca 
Annahme, die Gleichheit ; n ;. 

.,.,,!■ Wir4 ferner. (]ie zweite der, Glekbheitön in (3) partietl Dacli«y düfe- 
tp^tiirt; 40 feiiiält «Dan: , n .m 

dtp d*f d*f d*f d*f ■ -''■■■ "- ' 

dy " dxdy T7'dyy "^ ^'rfy.rfy + ' • ' + y"-»5^;~^y ' 

Es findet aber, wenn das totale Differential von ■/■ durch d. -J- bezeichnet wird, 

; , äy . dy 

die Bestimmungsgleichung. \, " 

1 . rf/ rf V <«•/ ■<?'/ ■ ^ d*f d*f 



Statt; daher hat man, durch Sübtradioil diisser von der vorhergehenden: 

Berücksichtiget man nun die erste der Gleichheiten in (3), so wie die Be- 
deutung von V aus der vorgelejgten Gleichung (1), so stellt sich als zweite 
Folgerung der obigen Annahme folgende Gleichheit dar: 

finr;?.-'-: .^ ■::■:'-...■> .■• ^ .ü^'äy'^dy' .... »:'.-,•.:[ ^>;.' ... :. 

Wtrd::endiaöh: nodb diesdibe ;iweite> ider Gleichheiten in '(3):ipanieU!ii4th:;dEr 
diffininstiirtiiinidfdann io .^hii^ in dem mitgeiheihen Falle vid^ 

hhteit^f isoMigelangt' man auf ein .ganz ähnliches. Resultat, nämlich tJoiC liie 
Gleichheit«"- - <"^ ;■• ■' / .!'j.i:Mn'yr!.-»;i 

' i < Mitt«Ifl( dieser in: (a)> (ß) und (7/) zusaiiimeogestelken; Folgerungen der 
Annahme eines identischen Bfii^tandhabens^ der Gleichusgen in (3) sind w, 
in Vereinigung mpt, diesen selbst, im Stande , sowohl sämmtliche partiielle Diffe- 
rentkJquötienten erster Ordnung der Function y* zu be^immeh, als.^ie Bedm- 
Snng^i^fchunSr anzugeben, ;Welche zurRealisirang biMi!gter,AQn^vQp,;Vi^tirlf^ 
l^Jljj^ ,Jp4(^nr.iif;if Solchef in folgender No. des Nä]|>ero zeigen W9i:d^ 
stellf^.jVir \^. dieseip. Zwecke .|clie ; {Folgerungen,. jUer liofli .iibemcbtUc^^r zi;^^ 
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saomien; wobei, wir, beachtend die Bctientinig ' toh IT ails der* woiigeUgiäi 
Diffcreotielglddnin^ <1 >, sUtt der ersten der Qüeichheiteii im <ft^l«|ieh fot- 
geade zu setzen berechtiget sind: «'if!»: '.) ) '> /t*\■.^U^,^}*:/ 

äy^x "* iyn ^ 
Stellen wir nan zuerst diese auf, lassen dann die GleichMMA^iis^enf; 
wid^e aua (a) hitStk die sdecessive Annahihe^csl, 3, ^'i:l\ .n*^! Ifor^rgehen, 
und schliessen endlich mit der Gleichheit in (/9), s{>>^filellt'*dlch«^l^dli» 
System heraus: * . \» 



df ^ hj.JJL _ j^L 



(4) 



dyn-2 « <iyn-i rfyw-1^ 

dy^z « rfyi-2 dy«-i 



, • » • • 



dy w ' dyi ^ dy^ * . . .:r ; j;:\i:M ■ 

■.i^.jyi «-^-^ •-' ^ '- ^- '^ •>'• 

welches die grosste Äehnlichkeit mit dem im zweiten Bande meiner DiiTeren- 
tial- und Integralrechnung in No. 371. unter (5) zusammengestellten Systeme 
TonlGleidniibg^n bat,. 1 welches wir demoach^ eben wie dieses :seIbfl;(ixuriBb^ 
slimroiiag .denr Verschiedenen partiellen Differebtidiliquotientta I^cnter/fOrdmiiig 
der Function y. (mit Ausnahme des nadi x), als ^or Angai)e )def>^nerlässiiehW 
Bedingungsgleichung in den folgenden No. zum Grunde legen werdtaJ' * >ii) 
Die Bestimmung des partiellen BIfferentialquotienten der Function y 
nach X findet sich, wenn man die Gleichheiten in (3), nachdem die erstem 
mil ^«.mnhipncirt worden, addirt. fifan erhalt da^kirchy beackteUd die Be- 
deutung von y^ die Bestimmungsgleichung . 1 ;>».!;•) '.\:\*\',\m\*. 

M ':i- r- (-1 - -^- ^^ - • ; ■ t y^^&M^L 

W^leh^'dM in Rede Stehenden partiellen D]fferen^oötfditeA'''iriU'!b^läW 
Ftanetidn'vito a?,y, ji, Ja, • • • angiebt, wenn die untiflntt^bar T'ettier e4(%äÄfli 
teti [iartiellen Difler^htialquöfienten als bereits bestinitnt*vöKM^s^t^rd«tii'''' 
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Endlich hat nnlaii ußA Jfß) Sie BedipguQgsgleiclrang 

<Jii^ sidh «her als eine i^entidcb^ £U erkennen giebt, wenn man die vörfaerge^ 
hende Gleichung (5) und das in (4) zusammengestellte Syrern zmri Grande 
legt Wir rechtfertigen diise Behauptung der vorliegenden No. auf folgende 
Weise, 

Stdit man bei Zugrundelegung der Gleichung (6) das totale iDifTeren- 

tial; von j^ aus derselben her^.30 findet sich 

u du dx \49 «\^/ ■ v^, .rfy w dy^/''* 

Legt man feroer die in (4) zusamm^ogestellten Gleichungen zum Grunde, so 
ref]ui^ siph letzteres Ergebniss auf 

(0 dx dx 

welches genau die in 1(6) aufgestellte Gleichung ist. Demnach stdlt sich solche, 
wie behauptet». als Folge der Gleichungen in (4) und (5)r heratis/ 

...:•■■:■:.;.:'•. ■ ■ '2. -r- .•:. ■:: .• -.; 

Wir gehen nunmehr zur Bestimmung der verschiedenen partiellen JDsif* 
fer^ntialquoCieolen erster Ordnung der Function y nach den Gr€i$sen yu y%f 
ytß *•- yn^i ubtir^; die wir» wie.a^ch die Bedingqngsgleichung, wdlcbefinr 
Realisirung der Eingangs yiirhergeh^den No. getroff^qaU ÄOtiahivie unerJtit^ 
Kch is^ aus dem S}^teme der GWhqibungen iu (4) zieheo.. Wird »nämlich die 
enrte der Glfiftbungen iü (4) .total differentiirt, durch ta dividiil, «tid dann yoii 
der zweiten desselben Systems siibtrahirt, so erhält man:.. v; . 

df ^ ^V_ _ l^j^dV 
äyn^2 " difn^i ta dyn * 

Wird diese Gleichung total difTerentiirt, durch w dividirt und das Ergebniss 
von der Gleichung des Systems in (4) subtrahirt, so ergiebt sich 
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BebaDdelt man diese Gleichung wie die unmittelbar vorhergehende , und sub- 
trahirt das Ergebqiss von der vierten der Gleichungen. in. (4)»' ^:.&^4^^ 4^ 
folgende Gleichung: ,.; ; ,;.;,,> .i 

df dV 1^ . dV 1 , JY^ 1-^ rf:F.. , ;/ •. 

Fährt nqan so fort^ nämlich das jedesmal er)ialtene IVe«u{t^t^tot^l|S^«^fferen- 
tiiren, durch oi zu dividiren und das Ergebniss von einer entsprechon^en unter 
den Gleichungen in (4) zu subtrahiren, so ergiebt sich auch' folgende alllgCe- 
meine Bestimmungsgleichung: 

df dV 1 . dV . ^ 1 , dir , (r-\?-^ ^.Uvr' - 

r-^^— =5 -z d'- — f — \ä"-i — •.•-! irr"^'^ • j — > 

dt/n-k dyn-k^i w dy„-*+2 «' <^y»-*+3 «*^ rfy» 

in welcher /r alle ganzen Zahlenwerthe von Ibis n bekommen kann. Wird 

hier k=zn angenommen, so erhält man, wenn yo durch y ersetzt wird, die 

Bestimmungsgleichung : 

dy dyi m dy^ ar dys oj^i i^» m.;i 

Wird auch noch diese Gleichung total difH^rentiiit/ durch ii^' ^ivioift dJld dai 
Ergebniss von der letzten der Gleichungen ki (4) subtrahirt, so stellt sich die 
noch F' enthaltende Gleichung 

heraus y welche, Jflwhtend die Bedeutung von J^ aus der im Eingänge vor- 
gelegten DifTerentialgleichung nter Ordnung in (1), die eigentliche Bedingungs- 
gleichung ist, weicher die durch tp und if; bezeichneten FutibtlöbeW Von x, y^ 
Ji^ >"«»•-• 1^ dieser Differentialgleichung zu genügen habe^^dlirhii^'ljiiiiclfe ein 
imimttelbares Differentiations- Ergebniss einer Diff^rentialgleiiclMing- (R*-l)ter 
Ordnung, wie die Gleichung in (2) vorhergehender Nö.> $eirf if^e^- '*' • • • -. 
Stellen wir die hier gefundenen Resultate in umgekehrter Ordnungs- 
foige^ihrer Entstehung zusammen, so ergiebt sich, als Folge diernHhl' Glei- 
chungen in (4), dieselbe Zahl folgender Gleichungen: . 1^. • .> :.>K;. 
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(40 



dy M djfx *» 




6>" dj^ 


df dV 1 dV 1^ 


dV 
dy„ 


f» ^ dy» 


df dV l ^ dV 1^, 

dyi dy^ oi d ü ft? 


dT 
dy. 




df dV i . dV l 
dyn^ dyn-i « «/y,wi «' 


dV 
dy. ' 




df ^ dV 1 ^ «'^ 







d/ dF 



dy„-i dyn 

Da die /» letzten von diesen Gleichungen die partiellen Diffefentialquo- 
tienten erster Ordnung von y nach y> Ji, J^a, ... Jn-i sind, und nunmehr auch 
die Gleichung in (5) (vorige No.) den partiellen Differentlalquotienten von f 
nach X mittels leicht zu vollziehender Operationen durch die bekannte Fiincdoii 
V darstellt; so bleibt bloss noch nachzuweisen übrig, dass, wenn der Kürze we- 
gen folgende Gleichungen gesetzt werden: 

(7) ^ = X, 1^ = r,- ^ = r^ §^ = rw, . . . -^-^ = rc-o, 

^ ^ dx dy dyx dy^ dy^^i .^ . ' 

die lineare DifTerentialfunction 

(8) Xda; + ¥Jy + Y^'^dy, + Y<^^^dy^ + ... + Y^-'^dr^, 

sämmtlichen Bedingungen, welche sie zu einem vollständigen DifTerentifiir iha* 
chen, entspreche^ sobald bloss die erste der in (4^) zusammengesteUteu Glei- 
chungen identisch ist. Besagte Bedingungen können aber bekanntlich syn3bo- 
lisch durch folgende Gleichungen dargestellt werden: 

ro\ i^ ^^-'^ |voiip-Obisp = n-.l) , 
^^ dyk ^ dyp I von *«0 bis *-»n-l j 

W 'd-'-lT jvonp-Obisp-n-ll, 

WO Y^^^ durch Y und yo durch ^ zu ersetzen ist Daher ist bloss das iden- 
tische Bestehen aller dieser Bedingungsgleichungen nachzuweisen, ipd^m ledig- 
lich die Gleichungen in (4') und die in (5) als bestehend zum Grunde gelegt 
werden. Da ferner die Systeme der Gleichungen in (4) und (4') gegenseitige 
Folgen zu einander sind, nämlich, wie oben, durch alleinige Zugrundelegung 
der Gleichungeifi in (4) die in (40 gefunden worden sind, so zeigt sich leicht, 

Crelle'f Joarnal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 3. 25 



190 13- Baabej van Bedmgtmgsgleidiungen der Integrabäüäi. 

dass, bloss diese zum Grunde iegeud, auch jene gefunden werden können ; und 
da besagter^ vorhin erwähnter Nachweis für das System in (4), wenn die in 
(7) eingeführten Abkürzungen beibehalten werden» leichter als JTur das System 
in (4^ ist: so werden wir uns auch jenes in (4) aufgesteUten Systemes bedie- 
nen; wozu wir die nächstfolgende No. bestimmen. 

3. 

Die Gleichungen in (4) gehen nach Einführung der in (7) angedeute- 
ten Vereinfachungen in folgende über: 

^ ^ dyn « dyp' (a rfy ' 

wo in der zweiten p alle ganzen Zahlen werthc von 1 bis n — 1 bekommen 
kann» und wo für die gleichen Werthe von p die Bestimmungsgleiehung 

dyp^i t) dyp^2 ^ dyp^ at"^^^ dyn 

Statt findet. Vergegenwärtigt man sich die Bedeutung der bis jetzt bespro- 
chenen Variabeln, wie auch von o), so erhält man folgende Gleichungen: 



y, -irfy, y, «irfy., 


,y. « -rfy„ . 


1 : 

• • y» " TT'^y-i. 

tu 


oder aucb folgende: 






y, - Idy, y, - irfV, 


y, = -,rf»y, . 


. . y» - ^d'y. 


Setzt man nun, abkürzend» 




' 



so ergeben sich, wenn U irgend eine Function von ^f y» yu y%f • . • y» be- 
zeichnet, folgende Gleichungen: 

d^ "^ dx* dv "^ dy^ dvp ^ coP dyp * 
WO in der letztern p alle ganzen Werthe von 1 bis n bekommen kann. Nun 
bestehen, wenn F irgend eine Function von ^ v, nf\9 vi^ . . . Vn ist» folgende 
Umformungsgleichungen (nach dem zweiten Bande meiner Diff. und Int. R., 
No. 383., Gleichungen 17): 

d(dF) dF djd'F) dF 

di ^"^^d^' dv "^"^dv' 

d(dF) ^ dF dF c , 1 . I 

J^ — «rf-7 H:5 — voni? = l bis;?=:/i|, 

dVp dvp dvp^x ^ ^ '^ ^ 
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wo wir ein totales Differential durch d. bezeichnen^ folglich hat man auch, 
wenn U eine wie vorhin festgestelhe Function von x^ y» yi$ y%f * • - y^f ^t 
folgende Umformungsgleichungen: • * 

/,,x dCd'Uy . dU d{dU) . dP 

^"^ -dT^^'di' ~dr^^'Ty' 

(12) ^?> = ^.^ + a,/^ -{von ;;= Ibis ;,==/i{, 

welche wir bei dem zu gebenden Nachweise benuti^en werden. 

I. Differcntiirt man die zweite der Gleichungen in (4") partiell nach 
y, so erhält man vermöge der zweiten Umformungsgleichung in (11) folgende: 

drc^^> 1 ^ dT^^ ^ d^v 

dy (a dy "^ ^V^p 

Die dritte der Gleichungen in {if% nach y^ partiell differentiirti giebt, mit Zu- 
ziehung der Umformungsgleichung in (12), folgende: 

1 ^ dy . dY rf^F 



<o dyp dyp^i dypdy 

Demnach erhält man durch Subtraction dieser von der vorhergehenden Glei- 
chung: 

dy dyp^x (a L dy dy^J 

Wird ferner die erste der Gleichungen in (i'') nach y und die letzte 
nach j» partiell differentürt, so stellt aich, wenn diese Differentiationen mit 
Hülfe der in (12) aufgestellten Umformungsgleichungen vollzogen werden» lal^ 
Unterschied folgende Gleichung dar: 

^7(1^1) l ^ dT dY ^ 
dy 0) dyn ay»-i 

Nach der Voraussetzung ist aber Y unabhängig von j„: also hat man statt der 
letzten Gleichung folgende: 

rfTO^ _ JY^ ^ jj 
dy dyn- "^ 

Wird demnach in der obigen Gleichung (rf) statt p nach ütid nach n — 1, n — 2, 
71—3, ... 3,2 gesetzt, so ergiebt steh, mit Beachtung der eben gefundenen 
Gleichung, das System von Gleichungen, von der Form 

(^) 1^ « ^ |von p^l bis p=n-l\ 
^ dy dyp 

25* 
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als begründet und dadurch das identische Bestehen einer Abtheilung des in (9) 
enthaltenen Systems, nämlich derjenigen, welche der Annahme. /rsO^entspricb^ 
als Folge der Gleichungen in (4") dargcthan. 

Um die übrigen Abtheilungen des in (9) enthaltenen Systems vpn Glei- 
chungen ebenfalls als Folgen der in (4^0 enthaltenen Gleichungen darzuthun, 
differentiire man die zweite Gleichung des letzgenannten Systems partiell nach 
y-ft, wo k eine der ganzen Zahlen 1,2, 3, ... /» sein kann, und vollziehe diese 
Differentiation mit Hülfe der Umformungsgleichung in (12). Iffeses giebt 

H d- 



dgk oii dJgk dgk^i dypdyh* 

Der Ausdruck rechterhand ist hier in Beziehung auf die beiden allgemeinen 
Zahlen p und k symmetrisch; daher gilt ein Gleiches auch von dem Aus- 
drucke linkerhand des Gleichheitszeichens und es findet in Folge dieser Be- 
merkung auch die Gleichung 

dTo^-i) i^rfFC/») dY^p^ dY^^-^ i^drw rfr<*> 

-|. — d* + *— sa -f- — o» — ; — -f* ♦ 

dyk 0) dyu ^y*-i dyp ai dyp dyp^i 

Statt, oddr auch folgende: 

dyk dyp^i dyi^i dyp « \, dyk dyp j"^ ' 

in welcher sowohl /? als k alle ganzen Zahlenwerthe von 1 bis n — 1 bekom- 
men kann. 

Wird ferner die erste der Gleichungen in (4") nach yp und.diezwrite 
nach y„ partiell didferentiirt, und bedenkt man dabei, dass JT^^^ sowohl wie 
Y^^, von j„ unabhängig ist, so stellt sich, als Unterschied beider Eilgebnisse, 
folgende Gleichung heraus: 

^"^^ -d^'^dy^ {von;; = l bis/7=n-l}. 

Mittels der so eben gefundenen zwei Gleichungen in (^ und (n) ist 
man zuerst, mit Zuziehung der oben gefundenen Gleichung (e), die Gleichung 

^ — «-^ — von p=l bis p=n—l\ 

dVv dyp ^ ^ ^ ' 

zu begründen im Stande; hierauf mit Zuziehung dieser die folgende: 

-; — = -3 — von ö=l bis p=/i — Ij; 

dyx dyp ^ ^ ^ " 

mit Zuziehung dieser die folgende: 
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-^ — 8 -^ — fvon p=l bis /?=ii— 1| 
, dyn, dyp . ^ ^ ^ V . . 

u. s. W.9 bis man zuletzt auf die Gültigkeit der allgemeineoi Gleicfaudg 

rfY») ^ ^TW (von p=:Ibis;} = n-l) 
^y* ** Jyp (von Ars 1 bis Arssn — 1) 

geführt wird, welche, lo Yereuiigung mit der in {e) zusammengestellten Abthei- 
lung, das in (9) angedeutete System von Gleichungen umfasst 

Zur Bestätigung dieser. Behauptung wollen wir zeigeUi dass, wenn man 
eane Gleichung von der, Form 

-r — 8 — - — {von i?=l bis /7=n — IL 

dyf, dyp ' ^ ^ 

wo /UL entweder gleich Null ist» oder irgend einen bestimmten ganzen Zahlen- 
werth von 1 bis n — 2 hat, zum Grunde legt, dieselbe Gleichung auch noch 
für /x + 1 bestehe. 

Zu diesem Behufe setzen wir in der Gleichung (^) /r=/x+l. Da- 
durch geht sie vermöge der eben zu Grunde gelegten Gleichung in 

dyii^i "" dyp^i a> Lc/jr^+i dypj'^ 

über, wo man für p alle ganzen Zahlen von 1 bis n — 1 setzen kann. Ferner 
geht die Gleichung (v), wenn in derselben p=/u+l angenommen wird, in 

dyfi+i dyn^i 

über. Berücksichtiget man nun dieses Ergebniss und setzt in der vorausge- 
henden Gleichung p=^n — 1, berücksichtiget dann das dadurch gefundene Er- 
gebniss und setzt in der nämlichen vorausgehenden Gleichung p=n — 2, be- 
rücksichtiget ferner auch dieses Ergebniss und setzt abermals in der voraus- 
gehenden Gleichung p=n — 3 u. s. w. ; so gelangt man zuletzt auf die zu be- 
weisende Gleichung: 

^ «i ^-- von p = l bis pssn.— rl , 

dyf.+i dyp ^ ^ ^ ' 

welches dann, wie bereits oben gedacht, das System sämmtlicber in (9) ent- 
haltenen Gleichungen, als Folge der Gleichungen in (4^0> ^^^^ ^^^ ^^ (^)> ^^^^ 
endlich auch der in (4^ giebt. 

IL Beim Nachweise des Bestandhabens sämnitlicher in (10) enthalte- 
nen Gleichungen, wenn sowohl die Gleichungen in (4^0 1 wie auch die Glei- 
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chung in (5), und in Folge dieser auch die in (6) unterlegt werden, nehmen 
wir di^ letzgenannte, geben ihr vermöge der erstem Yereinfachungsgleicbung 
in (7) folgende Form: 

(0 d» 

und verfahren nun auf ähnliche Weise, wie oben bei der Eotwickelung der 
Gleichung in {t). 

Diff)srentiirt man nämlich die zweite der Gleichungen in (4^^) partiell 
nach 07, berücksichtiget aber dabei die erste der in (11) aufgestelheh Umfor» 
mungsgleichungen, so erhält man: 

-— 1 rf--T— «SS , . von D=l bis ;?=n— 1 . 

dx c» dx dxdyp ' '^ ^ ' 

Wird die vorhergehende Gleicung in (6^) mit Hülfe der Umfonnungsglei* 
chung (12) partiell nach yp differentiirt, so erhält man: 

1 ^dX dX d^V . , . . ,, 

— d^ h 3 BS -—— von p=l bis p=n—l\; 

« dyp dyp^i dxdtfp V ^ ^ ' 

daher ergiebt sich, durch Subtraction dieser beiden Ausdrücke, folgende Gleichung: 

(^^ -^^-^^-^^^1-^-^,]=® lvon;,=lbis;,=n-lj. 

Wird femer die erste der Gleichungen in (4^0 ^ach x und die obig^ in (60 
nach Xn partiell differentiirt, so erhält man, als Unterschied beider Ergebnisse, 
folgende Gleichung: 

c/rc-J^ 1 ^dX dX ^Q 

oder auch, weil X von y^ unabhängig ist, folgende: 

^yv-i) dX 
dx " dyn-i ' 
Setzen wir in der Gleichung (^) p=n — 1 und beachten die eben aufge- 
stellte Gleichung, setzen dann in derselben Gleichung (^) p=^n — 2 und beach- 
ten das unmittelbar erwähnte Ergebniss, setzen mit Beachtung des letzten Er- 
gebnisses in derselben Gleichung (t?") p=^n — 3 und fahren auf diese Weise 
fort, mit Zuziehung des jedesmaligen Ergebnisses in besagter Gleichung (^9') 
statt p immer kleinere und Heinere Zahlenwerthe zu setzen , so gelangen Vfir 
zuletzt auf folgende Gleichung: 

rfro> ^ rfX 
dx "^ dyt' 
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Wird nun zum Schlüsse in derselben Gleichung (^) /issl gesetzt, so erbäh 
man, mit Beachtung der ebeii aufgestellten Gleichung, folgende: 

dx dy * 
Berücksichtigen wir alle diese Ergebnisse, so stellt sich die allgemeine Glei- 
chung in (10) gleichfalls als Folge der Gleichungen in (4^0 ^"^ ^^^ Gleichung 
in (5) heraus; wodurch denn das Ausgangs vorhergehender No. gesteckte Ziel 
erreicht ist. 

4. 

Zur Uebersicht der bis jetzt begründeten Ergebnisse lassen wir sie 
hier in gedrängter Kürze folgen. 

Damit eine Differentialgleichung /iter Ordnung von der Form 

(A) ^=j„9(^»r^ri*7a> • • • r»-i) + '^(j^^y^yipri, . •• r«^i) =^ o, 

ein einmaliges und unmittelbares Differentiations-Ergebniss einer Diflerential- 
gleichung (n — l)ter Ordnung von der Form 

(B) a —f{x,y, yi,y^, . . . jr^,) 

sei, wo a eine Constante ist, die weder in der Function y rechterhaud in die- 
ser letzten Gleichung, noch in der vorgelegten DifTerentialgleichung (A) vor- 
kommt, ist nur allein noth wendig, dass die Function ^ der Gleichung 

^ ^ dy ta dyx w* dy^ «» dy, 



» 



identisch genüge, in welcher der Kürze wegen o» statt fi?ü? gesetzt ist, und in 
welcher ein Ausdruck wie der folgende 

das totale Arte Differential des partiellen Differentialquotienten von IP^ nach 
jk bezeichnet, bei welcher totalen Diflerentiation jedoch das Differential von 
X, nämlich dx oder o), als Gonstante anzusehen ist. 

Beim Nichteintreffen der Bedingungsgleichung (C) kann die Differen- 
tialgleichung in {A) nicht durch unmittelbare einmalige Differentiation einer 
Differentialgleichung (ji — l)ter Ordnung entstanden sein; welche letztere man 
sich jedoch jedesmal unter der in (B) dargestellten Form vorstellen kann. 
Beim Eintreffen der Bedingungsgleichung hingegen ist die so eben verneinte 
Annahme nicht nur zulässlich, sondern die durch / in der Gleichung (B) an- 
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gedeutete Function ron x^y^yii^xt • • • y^-x i^t alsdann durch eine Reihe auf 
einander folgender einfacher Quadraturen herzustellen möglich. Zuerst werden 
nämlich die w Grossen T, r<'>, Y^\ . . . r<"-'> mittelst folgender Gleichungen 
bestimmt: 

dv 1 ,dv 1 dv (-ly-^ ^, dV 

dyi (0 dyi noT dy, w»-* dy« 

dF 1 dF 1 dF (-1)-% ^ dF 

dy, (0 dy« «• dy* «^' d^ 

(D) \ dt/, w dyt w» rfy» «"-' rfji, ' 

wo (u dieselbe Bedeutung hat, wie oben, und wo ein Ausdruck wie der folgende: 

dyp 
das Ate totale Differential des partielieh Differentialquotienten von P^ nach yp 
bezeichnet; wo jedoch das Differential von or» nämlich dop ode^A», als eine 
Constante zu behandeln ist. 

Nachdem die Bestimmungen mittels der in (D) aufgestellten Gleichungen 
geschehen sind» bestimme man noch eine Grösse X durch folgende Gleichuqg: 

(E) X^r-'\y,Y+y,Y<^^ + y,Y<^^ + ... + y,Y^'^»\. 
Ist dieses geschebM^- so wird in der Gleichung 

(F) d./= Xdx + Ydy + Y^'^dy, + Y^\ly^ + . . . + y<^^> Jjr"^» 
der Ausdruck rechterhand eine vollständige Differentialfunction der von einan- 
der unabhängig gedachten Grössen x^ y, Yx, y^y • • • yn-i sein, welche (nach den 
Mittheilungen im zweiten Bande meiner Diff. und Int. R. No. 285.) mittels 
einer Reihe einfacher Quadraturen zur Kenntniss der derselben entsprechen- 
den Function führt. Diese Function wird die rechterhand in der Gleichung (B) 
durch y angedeutete sein; so dass alsdann diese Gleichung (B) die unmittel- 
bar vorhergehende vollständige Integralgleichung der vorgelegten Diflerential- 
gleichung wter Ordnung in (^A) geben wird. 

5. 

Bevor wir zur weitern Entwickelung der so eben zusammengestellteu 
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allgemeinen Ergebnisse übergehen, wollen wir selbige zuerst noch für einige 
besondere Werthe von n ausfuhren, wozu ^ die vorliegende No. bestimmt ist. 

I. Wenn n = l ist, wenn nämlich die Differentialgleichung erster 
Ordnung 

gegeben ist, so zieht man aus derselben folgende Bestimmungen: 

folglich geht die allgemeine Bedingungsgleichung in (C) jetzt in 

n .. ^yC^^ y) . dxtß(x,y^ dtpjx. y) d(p(x,v ) 

^^^'~di~~^~^ d^ ^'~djr~' 

oder auch in folgende bekannte Gleichung über: 

dq>Cx,y) -. H^O^ll 
dx dy ' 

Beim identischen Eintreffen dieser Gleichung geben die erste der Glei- 
chungen in (D) und die Gleichung in (E) folgende Bestunmungen : 

und die Gleichung in (F), welche jetzt in folgende übergeht: 

d.f='^{x,y)dx + g)(^,y)rf7, 
wird von der Art sein, dass der Ausdruck rechterhand eine vollständige Dif- 
ferentialfunction von x und y ist, welche, integrirt und das Integral durch 
f{x,y) ausgedruckt, die vollständige Integralgleichung 

der vorgelegten Differentialgleichung erster Ordnung giebt, in welcher a die 
Integrations-Constante ist. 

II. Für 7^=2, also fiir die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(a) V— y^<p{x, 7, 7i) + i|;(a?, y^yi) — 0, 
fanden sich die Bestimmungen: 

dV dq> d\p dV dw dtp . dV 

dy ^^Uy ^ dy' dy, ^^dy, ^ dy^ ™* dy^ ^' 

WO der Kürze wegen nur die Zeichen der Functioneä gesetzt sind. Da man 
ferner durch totales DifTerentürcn die Gleichung 

1 , dV dq> dw dq> 

— d* as — ^ -4^ t/t — -^ -I- V«— ^ 

w " rfy, dx ^ "* dy ^ ''*dyy 
Crelle't Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 3. ' 26 
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gesetzt wirdy wo also 9' eine Function von or, y und yi ist« die zu realisirende 
Bedingungsgleichung (C)y auf den vorliegenden Fall angewendet, folgender- 
massen dar: 

dw d\p \ ^ , ^ 

oder auch, nach vollbrachter totaler Diflerentiation von ^\ folgeodennassen : 
fdq> d(p\ dtp dq>' dcp' ^ 

Es sind aber die durch 9 und g/ bezeichneten Functionep von y^ unabhän- 
gig; also kann diese Gleichung nur insofern identisch bestehen, als die zwei 
Gleichungen 

(y) ^'«$B und il+yM^pi 
^'^^ dyx dy dx ^^ dy dy 

jede für sich identisch Bestand haben ; wo 9^ durch die Gleichung (jS) von den 
Functionen 9 und xp in Abhängigkeit gebracht ist 

Werden, diese beiden Bedingungsgleichungen, die auch Lagrmige an 
dem im Eingange citirten Orte aufstellt, identisch erfüllt« so ergeben sich, mit 
den vorhin aufgestellten Bestimmungen der verschiedenen Differentiations- Er- 
gebnisse von Vy nach den zwei ersten der Gleichungen in (D) und nach der 
Gleichung in (E), folgende Bestimmungen: 

Y=tp\ y=9, X='^\^—y^^', 
vermöge welcher die allgemeine Gleichung (F) in 

(6) d./=i (;v^ — yi 9') dx + 9' dy + 9 dyi 
übergeht; wo beim Eintreffen der obigen zwei Bedingungsgleichungen in (y) 
der Differentialausdruck rechterhand eine vollständige DifTerentialfunction der 
alf von einander unabhängig betrachteten Yariabeln x, y und ji ist, welcher 
dann, vollständig integrirt, eine Function von x, y. Vi &^^f ^1«* durch yX^ikT^Jj) 
ausgedrückt, die Gleichung 

(e) a=/(a;,y,yi) 
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liefert, in welcher a die Integrationsconstante ist Sie ist die vollständige, un- 
mittelbar vorhergehende Integralgleichung der vorgelegten Differentialglei- 
chung (a). 

III. Für die dritte besondere Annahme nr=S hat man die Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung 

(aO f^^yM^»y»yifX%) + '^(^>y^yuyd = o, 

aus welcher man, wenn man der Kürze wegen 9 und ofi statt ^{po,y,y^;y^) 
und '4'(^, y* Ji, Ja) setzt, zunächst folgende Bestimmungsgleichungen zieht: 

dV dtp dtp dV dw d%p dV dq> dw dV 

d^^^'Ty-^l^' df.^^'dy, -^di^ 5]^ "^'5^ "*"<^' W. " "^^ 

Wird hier der Kürze wegen 

^ dy^ dz ^^dy ^^dy^ 

gesetzt, so ergiebt sich aus den beiden letzten der vorhergehenden Gleichungen 

folgende: 

dV 1 . dV , 
c/y, w rfy, ^ 

Aus diesen und den drittletzten vorhergehenden Gleichungen findet sich, wenn 
man abermals der Kürze wegen die Gleichungen 

dyx dy^ ^ dyi dx ""^ dy ^^dy^ 
setzt (wo X sowohl als 9^ und 9'' nur Functionen von x^ y, ji und y^ sind), 
folgende Gleichung: 

dyx « rfya or dy^ ^ 
Berücksichtiget man endlich diese und die erste der schon zweimal erwähnten 
vorhergehenden Gleichungen, so stellt sich die zu realisirende Bedingungsglei- 
chung (C) jetzt folgendermassen dar: 

^ dy dy ta ^ öi ^ "^ ^ 
Aus der Form dieser Gleichung erhellet, dass zur identischen Realisi- 
rung derselben vorerst X/ = sein muss, indem solche sonst von dem Gliede 
mit ji, nicht befreiet werden kann. Dies vorausgesetzt, stellt sich die Be* 
dingungsgleichung auch folgendermaassen dar: 

26 • 
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m^dj\ d^_d3^_ dx^yd£^ 

welche Gleichung aus ähnlichem Grunde wie der, aus welchem wir X«=0 setz- 
ten, auf die zwei Gleichungen 

dy dy^ dy dx , dy dy^ 

führt» welche, mit X; = vereinigt, folgendes System zugleich bestehender Be- 
dingungsgleichungen geben: 

d^^^dy^ rfy rfgp^ d^ d^ rfgp^ dff" 

rfyi ■" ^ffa' dy ^ dy^' dy "^ dx '^ '' dy "** ^' rfya ' 

wo der Kürze wegen 

i, dip dq> dcp dq> 

^ -di.'-'ä^^'^lf^'^d^.^ 
dyi_dq^_^d£_ djp^ 
"^ '^ dy, dx ^'dy ^^dyr 
gesetzt ist. 

Von diesen drei Bedingungsgleichungen ist eine, nämlich die zweite, 
völlig überflüssig, indem sie, wie sogleich gezeigt werden wird, nur eine 
Folge der ersten des Systems ist. Wird nämlich der partielle Diflerential- 
quotient von 9^ nach y^ hergestellt und dabei die erste der drei Bedingungs- 
gieichungen berücksichtiget, so erhält man 

dg," ^ d^^jj _ d'^tp _ d^(f _ d> _ d^ 
dyt "^ dyidgi dxdyi ^^dydt/i ^^dy,^ rfyi * 

Wird ferner 9' partiell nach ji differentiirt, so erhält man 

d(^ d^xp _ d^(p _ d^q> ^ ^ y _ rfgp 
^Si ^ dyidy^ dxdy, ^^dydy, ^^dy^ dy ' 

Subtrahirt man diese beiden Gleichungen von einander, so ergiebt sich 

dV' dy 
dy^"^ dy* 

welches die verlangte zweite der vorigen drei Bedingungsgleichungen ist, die 
wir als Folge der ersten derselben fanden. 

Dieses nun vorausgesetzt, stellen sich die beiden Gleichungen 

als die zu realisirenden Bedingungen dar, damit die vorgelegte Differential- 
gleichung dritter Ordnung in (a^), das Ergebniss der unmittelbaren DifTeren- 
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tiation einer nach der allgemeinen Constante aufgeloseten DifTerentialgleichung 
zweiter Ordnung sei. Zur Kenntniss der letztern gelangt man, wenn mit Hülfe 
der oben aufgestellten Bestimmimgsgleicbungen aus den drei ersten allgemei- 
nen Gleichungen in (D) und der Gleichung in (E) die Coeflicienten F, Y^^ 
Y^^^ und X bestimmt werden. Es findet sich nämlich 

und nach Einführung dieser Ausdrücke in die ^us der allgemeinen (F) ent- 
sprungenen Gleichung 

in welcher der Ausdruck rechterhand eine vollständige Differentialfunction der 
von einander unabhängig angenommenen Yariabeln oc^ y^ y^^ y% ist,, erhält 
man, wenn die Gleichung vollständig integrirt wird^ die jetzt in Rede stehende 
Integralgleichung 

in welcher a eine willkührliche Constante und /{oc, y^yi^j^) eine Function 
von oc, y, yi, y^ ist, deren totales Differential den Ausdruck rechterhand in 
(tfO glebt. 

6, 

Obwohl wir von der Richtigkeit der in der vorhergehenden No. gemachten 
Aussagen nach der in No. 3. allgemein gehaltenen Beweisführung aufs Voll- 
kommenste überzeugt sein dürfen, namentlich, was die Bedingungsgleichungen 
betrifft, welche erfüllt werden müssen, damit die entsprechenden linearen Dif- 
ferentialfunctionen , eben wie diejenige rechterhand in (rf) und {6'), vollstän- 
dige Differentiale beziehungsweise von Functionen der Variabein oQyy^yi und 
cc, yy ji, y^ sein mögen: so erachten wir es doch für nicht überflüssig» den in 
III. vorhergehender No. vorgeführten besondern Fall nochmals und besonders 
zu besprechen. In diesem besondern Falle fand sich nämlich, dass die lineare 
Differentialfunction rechterhand in der Gleichung (rf') der vier Variabein 
oPf Yf yii y% ein totales Differential einer Function derselben Variabcln sein 
wird, wenn lediglich die beiden in Q/) daselbst zusammengestellten Bedin- 
gungsgleichungen bestehen. Andrerseits ist aber bekannt (s. meine Diff. und 
Int. R., Band 2., No. 284), dass die sechs Bedingungsgleichungen 
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dy ** dy '*df d» ' 
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als identisch bestehend erkannt werden müssen, um zu der oben erwähnten 
Aussage y den Differential -Ausdruck recbterhand in (d^ betreffend, berechtigt 
zu sein. Daher durfte es nun, um diese beiden Aussagen in Einklang zu bringen, 
nicht uninteressant sein, zu zeigen, dass sämmtliche so eben aufgestellte sechs 
Bedingungsgleichungen aus den zwei in (y^ aufgestellten Bedingungsgleichun- 
gen als Folgen hervorgehen. Dieses soll in der vorliegenden No. geschahen. 

Zuerst stimmt offenbar die letzte der Gleichungen in (yi^ mit der er- 
sten in (y) überein, so dass wir uns mit derselben nicht weiter zu befassen 
haben. 

Zweitens ist bereits in der vorhergehenden No. die zweitletzte der Glei- 
chungen in (y), als Folge der unmitt^ar besprochenen dargethan ; daher auch 
von diesen abgesehen werden darf. 

Die drittletzte der Gleichungen in (Yi) wird auf folgende Weise aus 
den Gleichungen in (y) gezogen. Die zweite dieser Gleichungen kann näm- 
lich folgendermassen ausgedrückt werden: 

oder auch, yermuge des unmittelbar vorher Besprochenen, yne folgt : 

oder endlich, die Bedeutung von V aus dem Falle III. vorhergehender No. 
beachtend, folgendermassen : 

di, - «''•y • 
Wird ferner die erste der Gleichungen in (ß^ (vorige No.) beachtet, so findet 

sich aus derselben 

dfp , 1 , itp 

oder auch, beachtend dieselbe Function /^, die Gleichung 
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dV 
Wird nun die vorige, j- darstellende Gleichung pattiell nach j^j und die so 

eben aufgestellte partiell nach y diflerentiirt so erweiset sich, als Unterschied 
beider Ergebnis3ey folgende Gleichung: 

^ dy% dy ia dy 

Vollzieht man die angedeuteten partiellen Differentiationen von d . ^" und 
cf.y nach den allgemeinen Umforraungsgleichungen in (11) und (12) (No. 3.)» 
so geht die eben aufgestellte Gleichung in 

^ fiy\ dyx dy ui dy 
oder auch in 



dyx dy (a Lrfy« "* dyj 



über. Wird endlich die zweitletzte der Gleichungen in (y\) berücksichtiget, 
die wir bereits als Folge der ersten der Gleichungen in (y) nachgewiesen ha- 
ben, so stellt sich die Gleichung 

dy ™ dy 
heraus; woraus» wie es sein sollte, die drittletzte der Gleichungen in ()/i) als 
Folge des identischen Bestandhabens der Gleichungen in ()/) erkannt wird. 

Viertens istellt sich die viertletzte Gleichung in dem System (o^i) als 
Folge der beiden letzten besagten Systeme heraus, wenn in jener 9' nach der 
ersten der Gleichungen in (ß^ ersetzt wird. 

Wenn, fünftens, in der zweiten der Gleichungen des Systends (-/i) 
die Function 9'' nach der zweiten der Gleichungen in (/?') ersetzt wird, 
so geht solche, mit Beachtung der bereits nachgewiesenen drittletzten Glei- 
chung des Systems (y'i), in die identische Gleichung -iE- = -^ über; daher 

auch diese als Folge der Gleichungen in (yO anzusehen ist 

Wird endlich, sechstens, in der ersten Gleichung des Systems (y^i) der 

partielle Differontialquoti^nt *^ nach der drittletzten Gleichung desselben 
Systems durch den Differential - Coeflicienten -^ ersetzt 1 so ist solche mit 
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der zweiten der Gleichungen in (</) durchaus einerlei; daher erscheint auch 
diese als Folge der Gleichungen in (y). 

Alles dieses vorausgesetzt, zeigen sich in der That sämmtliche Gleichun- 
gen in {y\) als Folge derjenigen in (</); so dass, wenn diese als identisch 
bestehend erkannt werden, auch jene es sein müssen, und in welchem Falle 
dann die lineare- Differentialfunction rechterhand in der Gleichung (d^) noth- 
wendig das totale DifTerential einer Function von ^^y^y^y^ ist. 

7. 

In der zweitvorhergehenden No. haben wir die allgemeinen Ergebnisse 
der derselben vorausgeschickten No. für die besondern Falle n=l, n=2 und 
n = 3 entwickelt und auf ihre eigentlichen Endfortnen zurückgebracht. Ver- 
fährt man auf gleiche Weise, wenn n nicht specialisirt wird, sondern irgend 
eine beliebige ganze und positive Zahl sein soll, so gelangt man auf ganz ahn- 
liche Resultate wie am genannten Orte. Ohne uns mit deren Ableäung be- 
sonders zu befassen, welche nach den obigen Mittheilungen in den besondem 
Fällen überflüssig sein dürfte, theilen wir sie hi^r bloss einfach mit; und zwar 
zunächst unmittelbar, wie wir sie erhalten haben. 

Wenn die Differentialgleichung nter Ordnung von der Form 

(a) ^=y„9 + '4^ 

gegeben ist, wo 9 und a|^ Functionen der Yariabeln 

^f y> yi' ^21 • • • y«-! 

sind, und man der Kürze wegen folgende Gleichungen setzt: . 



yO) 



9)(2) 



d\p dq> dq> d(p dq> 



dxp </«;<') rf«><') rfoiW d 



gd) 



9)(3) B 



rfy„_, dx *' dy '* dy, ' ' ' "-' dy^t ' 
dtp rfyffl <fyW rfyffl rfy<») 

d^ - -^ ~ y'~di' ~ ^*~d^ - ... - y-«rfy^, » 



(b) 



y(*) 



drp rfyC*-') </y(*-i) <fy(*-l) rfyO-') 

d^k " "rfT" ~^>""^- "^« -d^ - ... - y-i7j;-7 . 



, .^ dtl) </<i)(»-3) </a,(»-5) <f«)("-3) rfa)(»-a) 

y^""^ - rf^ - -V— y^-V -'^^ *^^^^ ' 



13* BaabCf van ßedmgungigUehungm der InUgtiAäim. 205 

so wird die DifSereBtu^acfaung in (a) das Ergebniss der Diffeceütiation einer 
DifferentiälgleichuDg (7» — l)ter Ordnung von der Form 

{c) a =5/<^, 7, yu 72, 73, • . . r«^i) 
sein, wo a die allgemeine Integrationsconstante ist^ sobald die n^-l Bedin- 
gunjgsgleicbiidgen 

1 d(p d(f<^ dq> dq>^^ d(p d(p^^> 

5^ "* rfy^i ' ^ " dyn^i ' dy "* lyZT ' 
nebst der Gleicbung 

/ V rf«)(»-i) rf(»("-i) rffl)(»-i) rfy(»-i) ,rf(»(«-i) rft/; 

«a? tfy <yi rfy, rfy^a rfy 

identisch erfüllt werden. 

Beim Eintreffen dieser n Bedingungsgleichungen stellen sich die allge- 
meinen Gleichungen in (D) und (E) in No. 4. folgendermassen dar: 

¥ = q><^'\ r<« = g)^'*-^ r ^ = g)^'*-^ . . . r<»-»> = g)<'>, F^-« = 9, 

so dass man durch Integration zu der Integralgleichung in (c) mittels der 

Gleichung 

(f) d./= ^dfn-i + qi^^dy^2 + 9^^dfn^^ + ... + y^-^^^jr^ + ^<^^>dy 

gelangt, in welcher der Ausdruck rechterhand das unmittelbare Differentiations- 
Ergebniss einer Function von ^r, 7, 71,73, . . . y„«i ist, und zwar, wenn man 
das Ergebniss dieser Integration, welches jedesmal durch n+l einfache Qua- 
draturen erzielt werden kann, in besagte Gleichung (c) für die dort vorkom- 
mende Function y"(a7,y, ^1,^2* • •• 7ii-i) setzt. Besagte Bedingungsgleichun- 
gen in (d) und in (e), von welchen nach der in No. 3. allgemein gehaltenen 
Beweisführung die Richtigkeit dieser eben gemachten Aussage abhängig ist, und 
die wir, wie bereits erwähnt, in Folge unmittelbarer Entwickelung der all- 
gemeinen Bedingungsgleichung ( C ) in No. 4. finden , sind aber nicht 
sämmtlich von einander wesentlich verschieden. Hierauf deutet schon das 
für den besondem Fall n = 3 gefundene End- Ergebniss hin, wo von den 
zwei Bedingungsgleichungen, die den hier in (d) zusammengestellten analog 
sind, eine als Folge der andern erkannt wurde. Ganz ähnlich verhalt es 
sich mit den n — 1 Bedingungsgleichungen in (d), wenn auch über n nicht 
CreUe*fl Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft S. 27 
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speciell verfugt wird. Wur werden von diesen ntcbweiseB, dass, im Fall ,n 
die Form 2m oder 2m + 1 hat, wo m eine ganze Zahl ist, in dem einen 
wie in dem andern Falle m dieser Bedingungsgleichungen Folgen der übrigen 
m oder m+1 sind« Dies soll in dieser und in der folgende No« geschahen. 

1) Wir nehmen zuerst an, von den Bedingungsgleichungen m (d) finde 
die erste identisch Statt Alsdann gehen die beiden ersten Yereinfachungsglei- 
chungen in (b) (beachtend nämlich die Bedeutung von f^ aus der Gleichung 
(a) in folgende über: 

!<*0) B ~ irf.g) und 
dV 1 

WO die Zeichen und Buchstabengrössen die gleiche Bedeutung wie oben ha- 
ben. Diflerentiirt man nun, mit Zuziehuqg der Umformungs^icbung (12) 
in No. 3., die erste dieser Gleichungen partieU nach j,^), die zweite nach ^y^^i, 
so giebt der Unterschied beider Ergebnisse folgende Gleichung: 

^y<0 _ rfjCO ^ ^ 1 ^ r rfy _ d^ -1 _ d^ d^' 



Berücksichtiget man die jetzt festgestellte Annahme, dass die erste der Bedin- 
gungsgleichungen in (d) identisch bestehe, so geht die so eben aufgestellte 
Gleichung in 

d(p d^ 
dSn-z dyn-1 

über, welche Gleichung die zweite der Bedingungsgleichungen in (d) ist 
Aiso stellt sich die zweite der Bedingungsgleichungen in (d) cds Folge der 
ersten desselberi Systems heraus. 

2) Nehmen wir nunmehr an, die beiden ersten Bedingungsgleichungen 
in (d) würden identisch erfüllt, so kann die dritte Vereinfacbungsglcichiung'in 
(b) folgendermaassen ausgedrückt werden : 

Verbindet man diese Gleichung mit der ersten und zweiten der Gleichungen 
in (a) auf ähnliche Weise, wie die letzteren unmittelbar vorher mit. einander 
verbunden wurden, so ergeben sich, in gleicher Ordnungsfolge, folgende zwei 
Gl^hungen: 
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welcbei beacbtepdlt^dass die zw«*te der BedinguDgsgleichungeD in (d) Statt findet, 
in folgende übjfgd^en: 

rff M ^y»-» rfy»-4 rfyii-i 

«' k^Ö^ rfyÄ-aJ rfyn-4 rfyi»-2 

^Aus jdiesen lirgeja^nissen I^sst sich keine der Bedingungsgleichungen in 
(d) iblgerä; liin^gen werden wir dieselben in dem nud;^* folgenden Falle be- 
'nutzen, pm ujHer dei;.An()ahaie, die drei ersten der Bedihgungsgleichungen in 
(d) finden Stalt, die vierte derselben als Folge von diesen danuthun. 

3) Wenn also die drei ersten der Bedingungsgleichiingen in (d) als 
identisch bestehend vorausgesetzt werden, so bieten zunächst die unmittelbar 
vorher gefundenen zwei Gleichungen die Folgerungen 

^ rfy»-3 dyn-2 dyn-4 dyf^2 

dar, welche, in Verbindung mit der vierten der in (b) aufgestellten Vereinfa- 
chungsgleichungen, die bei der gegenwärtigen Vosaussetzung folgendermassen 
ausgedrückt werden darf: 

die vierte der Bedingungsgleichungen in (d) als Folgerung liefern. 

Verbindet man in der That die so eben aufgestellte Gleichung mit der 
ersten der Gleichungen in (a) durch partielle Differentiationen, Behufs Eli- 
mination von f^, so erhält man, immer mit Zuziehung der allgemeinen Um- 
fonnungsgleichung (12) in No. 3., folgende Gleichung: 

rfyO) _ rfyW _ 1 r dg) _ rfi^T ^ ji£^ rfff<^> 
dyn^i dyn^i ** « Lrfy»-4 dyt^iJ dy^^ rfyn-a ' 

Beriicksichtiget man nun die dritte der Bedingungsgleichiingen in (d), und in 
Folge derselben die zweite der Gleichungen in (^), so geht die so eben ge- 
fundene Formel in 

dq) dw^^^ 
dyZi "* rfyn-i ' 

27* 
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jiber, woraus die cierle der Bedingungsgleichungen in {d) als Folge der 
ersten, oder genauer, als Folge der er^en und dritten des besagten Systems 
erkannt mrd, 

In der bis jetzt befolgten Art haben wir auch gefanden^ dass bei Zu- 
grundelegung der vier ersten der Bedingungsgleichungen in, (d) keinerlei Fol- 
gerung von Belang zu ziehen sei ; hingegen stellte sich uns die sechste der 
Bedingungsgleichungen in (d) als Folge der fünf ersten^ oder genauer , als 
Folge der ersten, dritten und fünften besagter Bedingungsgleichungen heraus; 
und so sind wir denn, theils auf dem Wege, der Ind|iction, theils durch Ana- 
logie mit dem am Eingange dieser Abhandlung erwähnten Pjq/jTschen Satze, 
auf die Yermuthung^gefufart worden, es dürfte allgemein, bjci Zugfxm.delegung 
der 2Ar— 1 ersten von den Bedingungsgleichungen in (d), die 2 Arte -derselben 
als Folgerung sich ergeben, wenn k irgend eine g<8lnze Zahl Üfedeutet Dass 
diese Vermuthung richtig sei, werden wir in der folgenden No. auf unzwei- 
deutige Weise darthun. . 

8. 

Wir verlassen den in der vorigen Nummer befolgten, allzu speciellen 

Weg, da es demselben an einem Principe fehlt, welches die Möglichkeit einer 

allgemeinen Durchführung desselben voraussehen liesse, und betreten dagegen 

den folgenden, schon von vornherein allgemeinen Weg, um das uns Ausgangs 

'vorhergehender No. gesteckte Ziel zu erreichen. 

Wir gehen nämlich jetzt von der Annahme aus, es fanden von den 
in (d) zusammengestellten Bedingungsgleichungen die k ersten identisch Statt, 
d. h, die allgemeine Gleichung 

P^^d^^Q jvonr = 2bisr=:Ä}, 

und suchen die Folgerungen aus dieser Voraussetzung. 

Zuerst können die k ersten der Yereinfachungsgleichungen.in (b) aus 
ähnlichen Gründen, wie sie in den besondern Fällen der vorhergehenden No. 
geltend gemacht wurden, folgendermaassen ausgedrückt werden: 

im dV l' ..V dV 1. ... 

^ dfn^i Ol ^' ^ dyn-2 ö* ^ 

^ dyn^ « ^ ' ^ dy^it « ^ 

wo sämmtliche Zeichen und Buchsiabengrössen die obige Bedeutung be- 
halten. 
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Verbindet man nnn die ersti^ dieser Gleichungen mit der rten, indem 
man jene nach y^^ und- diese nach yn^i partiell difTereotiirt und den Unter- 
schied der Ergebnisse nimmt, so erhält man, beachtend die allgemeine TJmr 
formungsgIeichung'(12) in No. 3.» folgende Gleichung: 

welche für alle ganzen Werthe von r, yp^ 2 bis k, identisch Statt findet 
Berücksichtiget man die*^ allgemeine Bedio^lBhigsgleichang in (gX die für diesel- 
ben Werthe von r identisch bestehend vorausgesetzt wurde, se geht die zu- 
letzt aufgestellte Gleichung in folgende über: 

Lässt man ferner in derselben allgemeinen Bedingungsgleichung (g) die allge- 
meine Zahlengrösse r in r-l-1 übergehen, so besteht die Gleichung für alle 
ganzen Zahlenwertl.e von r=l bis r=Ar— 1, d. h. es ist 

-iSL.-^ = {vonr=lbisr=;t-l}. 

Mit Beachtung dieses Ergebnisses folgt nun aus dem Vorausgehenden, 
erstens : 

rfqp«__^^ |vonr=2bi8r=A-l|, 

welche Gleichung mit (g) analog ist, und zweitens die Gleichung 

^^^ rfyiH-* rfyii-2 rfy»-*-i rfy»-i "* ' 
die wir aus der Annahme r=Ar zogen. 

Verbindet man auf ähnliche Weise, wie so eben, die zweite der Glei- 
chungen in (h) mit der rten desselben Systems, so ergiebt sich: 

rfy»-r rfy»»-« "* « Ldyn-r rfyn-aJ rfs^»-r-i rfyii-3 " 
und zwar für alle ganzen Zahlenwerthe von r=:3 bis r=:Ar, Wird hier die 
Gleichheit in (gO zugezogen, so folgt 

dyn-r dyn-9 dy^r-i dy^2 * 

Lässt man in (gO r in r+1 übergehen, so stellt sich folgende Gleichung dar: 

^^2^-^ = jvonr=lbi.r=Ä-2j. 
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Demnach ergeben sich aus den Vorhergehenden Resultaten^ wenn man 
sie zuerst mit dieser Gleichung combinirt und dann »«derselben tsskr^l setzt, 
folgende ^wei Ausdrücke; 



rfy»-r dy, 



n-9 



tvelche beziehungsweise zu denen^fj^) und (i) analog sind. 

Verbindet man femer diejwte der CWchuhgen in (h) mit der rten 
desselben Systems, Behufs Elimination von P^, so erhält man för r^=:4 bis 
r=Ä die Gleichung 

rfyn-r rfyn-3 "* « Lrfy,».r ^^»-3 J "" ^yn-r-1 rf^»^ "" ' 

welche vermöge der in (g'O aufgestellten in folgende Gleichung übergeht: 

tfy„-r ayii-4 ayn-r^-i ayo-a ' ' ' 

Wird in (g") r durch r+1 ersetzt, was 

/2l^-« = {vonr=2bi»r=;fc-3} 

giebt, so liefert das Vorhergehende folgende zwei Ergebnisse: 

(8"0 ^'-^ = |von r=4 bis r=Ä-3| und 

^* ^ dyr^k+2 dyn^ dyn--k+i dyn^ "" 

Wenn man nun auf diesem Wege fortfahrt, nämlich die 4te, 5te» 
6te . . . und Qte der Gleichungen in (h) jedesmal, mit der rt^n desselben Sy- 
stems Behufs Elimination von /^ zu verbinden und bei den Ergebnissen das 
unmittelbar vorher Erhaltene, wie es bis jetzt geschah, in Betracht zu ziehen, 
so gelangt man, wenn q<ir gesetzt wird, auf folgende zwei allgemeine Re- 
sultate: 

(6^*^) £' - ^= « ivon r=,+l bis r=*} „od 

^ •' rfy„_*+f_i dy„-g-i dy„-t+f-2 dy„^ ' 

die nach der aUgeniein bekannten Schlussweise, von 9 auf q,+ 1, leicht bewie- 
sen werden können. Durch Zugrundelegung dieser Ergebnisse, namentlich 
der in den Gleichungen (i), (i')» (i'O» • • (i^^*^) enthaltenen, sind wir nun 
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die Allgemeinheit der Ausgangs voriger No. ausgesprochenen Behaoptung dar« 
zDthun im Stande. 

Muhiplicirt man, nämlich die Gleichung (i) mit + 1, die {{*) mit -— 1, 
die (i") mit +1 u. s. V., die (i^^^) mit (-1)^*, so giebt die Summe aller 
dies^ Ergebnisse folgende Gleichung: 

Setzt man hier für Ar eine gerade Zahl und bezeichnet dieselbe durdi 2k, so 
geht die Gleichung in 

über. Nimmt man liier o = i an, so verschwindet der Theil mit ( — 1)^*"* 
und man erhält die Gleichung 

dq> ^ d(p<^^ ^ 
dyn-2it-i "" rfy—i ** 
welche die Richtigkeit folgenden Satzes beweiset. TVird das identische Be- 
standhaben der Gleichungj^n in (g) porausgesetzt, und zcpar /ur ein ge- 
rades V, also von der Form 2 k, d. h. mrd das identische Bestandhaben 
der 2 k — 1 Gleichungen 
dq> _ rf(//0) d(p _ rfy<^> dq> d(f><^^ dq> d(p<^^-^^ 

dyn^2 "" dyiZi^ dyiüz "" di/j^i' rfyn-4 *" dyj^i* *** rfyn-2* "° rfy»-i ' 

angenommen, coo k irgend eine ganze Zahl bezeichr^t^ so besteht auch 

die Gleichung 

d(p rfflp^*) 

dyn^tk-i *" dy^i 
identisch. 

Nachdem hierdurch die Ausgangs voriger No. ausgesprochede Behaup- 
tung begründet worden ist, bemerken wir noch, dass man aus der allgemeinen 
Gleichheit in (A), aus welcher dieser Sats^ gezogen wurde, keinen analogen 
Satz für die Fälle, wenn k eine ungerade Zahl ist, zu ziehen im Stande 
ist. Soll nämlich k eine ungerade Zahl sein, so kann durch keinerlei Ver- 
fügung über die ganze Zahl 9 der mit (— 1)^* multiplicirte Theil der Gleich- 
heit (A) Null werden, wie es nothwendig sein muss, wenn das erste Glieder- 
paar besagter Gleichheit für sich identisch in Null übergehen soll. 

9. 

Wir sind nunmehr im Stande über die Beschaffenheit und Anzahl der 
Bedingungsgleichungen, welche eine Differentialgleichung nter Ordnung, wie 
die in (a) No. 7., zu erfüllen hat, um ein ^unmittelbares DifTerentiations-Er- 
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gebniss einer DJiTerendalgleichung (n — l)tßT Ordnung r^n der Form in (c) 
daselbst zu sein, etwas Bestiminteres als dort mitzutheilen. Da nämlich, das 
Ausgangs Toriger No. ausgesprochene Theorem jedes ganze k betnfft, so setzen 
wir zuerst Ar =s 1 ; dann ergiebt sich aus dem Theorem , bei d6r Annahme 
eines identischen Bestandhabens der ersten der Bedinguogsgleichungeo in (d) 
besagter No., die zweite dieser Bedingungsgleichungen ab nothwendige Folge 
der Annahme. Wird, zweitens, Ar =2 gesetzt, so folgt, dass, bei der Annahme 
des identischen Bestehens der ersten und dritten besagter Bedingungsgleichyn- 
gen, die zweite und vierte dieser Gleichungen eine nothwendige Folge dieser 
Annahme ist Eben so folgen bei der Annahme /r=:3 die zweite, vierte und 
sechste besagter Bedingungsgleichungen, sobald die ers^e» dritte und fünfte 
derselben als bestehend vorausgesetzt werden. Fährt miaor auf diese Weise zu 
schliessen fort, so stellt sich, beachtend die Bedingungsgleichung (e) No. 7., 
folgendes zweite Theorem heraus: 

Damit eine Differentialgleichung nter Ordnung, me die in (a) 
IV o. 7., das Differerdiations- Er gebniss einer Dijfferentialgleichung (n^— l)/^r 
Ordnung von der Form in (c) daselbst sei, rmissen, bei Zugrundelegung 
der Vereinfachungsgleichungen in (b) ebendaselbst, die Bedingungsglei- 
chungen 

d(p d(p^> d(p ^ d(p<^^ d(p dtp^^^ 

rfy»-a *" rfyn-i' dffn^ ** rfjf„-i ' dyn^ "^ dyn^i * ' '' 

€on welchen die letzte entweder 

dq> rf<y("~^) j d(f rfyC*»— O 
^9\ *" ^yn^\ dy ^ dyn-i 

ist, je nachdem n eine ungerade oder eine gerade Zahl bezeichnet, ane 
auch die Gleichung 

dtp^"^^^ rf«)(»-i) rf<»(»-i) i/(«(»-i) dru 

dx dy djfi -^ difn^2 dy 

identisch erßilU werden; und umgekehrt: beim Eintreffen dieser Bedm- 
gungsgleichungen, deren Anzahl |(n — 1)+1, oder \u + \ ist, je nachdem 
n ungerade oder gerade ist, muss nothwendig die erste Aussage zutreffen^ 
d. h. der Ausdruck rechterhand in der Gleichung (f ) eben daselbst ist als- 
dorm eine integrable lineare Differentialfunction der pon einander unab^ 
hängig angenommenen n + 1 Variabein x, y, yi, 72, . - . y«-i. 

Zürich, im September 1844, 
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Snr qttelqiies th^römes de la g^om^trie de 

positionu 

(Par Hr. A. Cayley de Cambridge.) 



§. I. 

Hin prenant pour donn^ rar systöme quelconque de p<nnb et de droites, 
on peut mener par deux points donne's des nouvelles droites, ou troUTer des 
points noureau/ saroir les points d'intersection de dem des droites doniie'es; 
et ainsi de suite. On obtient de cette maniire un nouyeau systime de points 
et de droites, qui peut avoir la propriet^ que plüsieurs des points sontsitu^ 
dans une m^me droite, ou que plüsieurs des dr(Htes passent par le m^me point; 
ce qui donne lien k autant de th^ordmes de g^om^trie de position. On a A4)h 
etadi<f la tb^orie de plosieurs de ces syst^es; par exemple de celui de quatre 
points; de six points, situ^s deux k deux sur trois droites qui se rencontrent 
dsms im mdme point; de six points trois ä trois sur deux droites, ou plus ge- 
n^ralement, de six points rar une conique (ce demier cas, celui de rhexagramme 
mystique de Pascal, nest p» encore epuis^; nous y reyiendrons dans la raite), 
et ni^me de quelques systdmes dans Tespace. Cependant il existe des syst^mes 
plus g^ncfraux que ceux qui ont ^t^ examin^s, et dont les propriet^s peuvent 
Itre aper^ues d'une mani^re presque intiutiye, et qui, ^ ce que se crois, sont 
nouveaux. Commengons par Je cas le plus simple. Imaginons un nombre n 
de points situ^s dune roaniöre quelconque dans Tespace, et que nous d^signerons 
par 1/2, 3 ... ri. Quon fasse passer par toutes les combinaisons de deux 
points, des droites, et par toutes les corabinaisons de trois points des plans; 
puis c(N]pons ces droites et ces plans par un plan quelconque, les droites 
Selon des points, et les plans selon des droites. Soit a^ le point qui cor- 
respond ä la droite men^e par les deux points cb,ßi soit de mime ßy le point 
qui correspond ä celle men^e par les points ßf y, et ainsi de suite. Soit 
de plus aßy la droite qui correspond au plan passant par les trois points 
ok, ß,y etc. U est dair que les trois points aß, ay, ßy serönt situ^s dans la 
Crelld'f Journal f. d. M. Bd. XXXI. HeH 3. 28 
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drohe aßy. Donc en repr^sentant par iV^s» ^3 • • • 1^ nombre des combinai- 
sons de n lettres prises deux k deux» trois h trois etc. ä la fois, od a le 
tb^orime suivant: 

\ Thää/^ime L On peut /armer un systime de JH^poinis sünds trqis 
ä trois sur N3 droites: scwoir en ripriserUant les points phr 12, 13, 23 etc. 
et les droites par 123 etc.^ les points 12, 13, 23 seront situ^s sur la droite 
123, et ainsi de siute. 

Pour 71 = 3, ou 7» = 4, cela est tout simple; on aura Irois points sur 
une droite, ou six points trois ä trois sur quatre droites; il nen resulte aucnne 
propriete ge'ometrique. Pour 7^=5 on a dix points, trois k trois sur autant de 
droites, savoir les points 

12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 

et les droites 

123. 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235. 245, 345. 

Les points 12, 13, 14, 23, 24, 34 sont le$ angl^s dun quadriUtere 
quelconque*), Je point 15 est tout a fait arbitraire, le point 25 est siM sur 
la droite passarit par les points 12, et 15, mais sa position sur cette drMte 
est arbitraire. On de'temninera depuis les points 35, 45; 35 comme poinls 
dmtersectibn des droites passants par 13 et 15 et par 23 et 25, cest h dire 
de^ cbroites. 135 et 23 5^ et de m^me 45 comme point dmtersection desrligpEiea 
145 et 245. Les points 35 et 45 auront la propritftergeometrique d^re en 
Ijgne droite. avec 34^ ou bien tous les trois seront dans une menie droite 345« 

Etudiona de plus pres la figure que nous venons de form^. £n prenant 
le cinq nittneros. dans un ordre deterroine, par exerople daha : loodre. natarel 
1, 2^ 3, 4, 5, les cinq points 12, 23, 34 45, 51 pourront tee consider^ comme 
formanl un pentagone que nous representerons par la notation (12344). 
Les cöt^s de ce pentagone sont eTidemment 123, 234, 345, 451, 512. 
De m^me les points 13,35,52,24,41 peuvent etre considereV commoie for^ 
mant le pentagone (13524) dont les c6tes sont 135,352,524,241,413. 
Ce pentagone est drconscrit au premier, car ses cdtes passent endemment par 
les angles 15, 23, 45, 12, 34 du premier: mais il est de m^me inscrit a 
celui-ci, car ses angles sont situes respectiyement dans les cdt^s 123^ 346, 
512,234, 451 de ce mcroe pentagone. Donc les pentagones 



*) II faat aroir ^'gard ioujoars h ia difTerencc enlre quadrilaüre et qmadnmgk^ diaqae quadri- 
lat^re a quatre edt^ €t eis aogle«, ehaqae qnadrangle a qaatre angles et sii cdl^ 
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(123 4 6), (13 5 24) 

sQDt a la fob circonscrits et inscrits Tuu a lauta-e, donc: 

Thiorime IL La ßgure^ composee de dias paints, trois ä trois 
tlans dix lignes, peut Ure considSrSe (mäme de s/x mamires diffifrintes) 
sous ia forme de deux pentagones, inscräs et circonscrits tun ä fautre. 

Ou encore 

Thdor^me III. Etant, dqnni un pentagone quelconque^ on peut 
VQUföurs troupef un auträ pentagone (ftuy est ä la fois circonscrü et utscriL 
Ce secönd pentagone peut sotisfaire ä une seule condäian domide qiuelconque. 

Si par exemple le second pentagone doif avoir un des ses angles sur 
an poiDt donne don cöte du premier, la construction se d^duittont de raite 
<Je ce qui pre'cede. 

Ces paires correspondaotes de pentagones forment une figure conoue, 
On en trouve la construction daus une note de M. Gra/^es dsois le ,,Philoso* 
phical Magazine'' (1840^*43?), mais la m^nie figure est encore mieuz cohnue 
sous un autre point de vue» £n effet, considcä-ons le point t% et les droites 
123, 124, I25qui passent par ce point; puis les trianglea dont les angles 
sont 13, 14, 15 et 23, 24, 25. Les cöte's de ces menies triangles sont 134, 
135, 145 et 234, 235, 245, let les cöte's corfespondants se rencontrent dans 
les points 34, 35, 45 qui sont en ]lgne droite. Donc le tb^or^me sur les 
pentagones est le suivant: 

ffSi les angles de deux triangles sont sitads deux ä deux dans trois 
lignes^qui se rencontrent dans un point, leurs cdtSs homologues se coupent 
dans trois points en lijgne droäe." . . . , ' . 

Remarquons au$si que ce th^oreme partitulier^ (en nempruhtant rien 
des trois dimensions de Tespace) repröduit le theor^e g^neral relatif au nonn 
bi« 7». 11 n y a ponr cela qu a considerer n ligiies passänt par le m£me points 
et qui peuTent ^re desigoees par 1 , 2^ 3 • . • Ti. En cbois'sissant d^abord 
let points 12, 13, tout triangle dont les trok angW ^ont . situ^s dans lei 
Ugnes 1,2,3,. pendant que deüx de ses . c^t^ passent par 1 % 13; a^ la' pr«K 
prie'td ^ue. le troisieme cöte\ passe par un point detennin($\2i3 situd dans k 
droite passant par 12« 13it En prenant cürbitFairenient le point 14, on obtiewt 
avec les lignes 1, 3, 4 ou 1, 2, 4 les nouveäuk points 3 4,. 24 qui sont en ligne 
droite avec 23^. et ainsi: de suite.* .: ^ . 

Fassons au cas n = 6. H existe id qinnze points situ^s troif ii trojs 
sur vii%t lignes^ ou bien vingt b'gnes qui se.conpeptquatreii quatre eq quinee 

28* 
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points. U n y a point ici des systemes d*hexagones, inais il existe un Systeme 
de neuf points qui est assez remarquable. Divisons d'une maniere quelconque 
les numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6 ea deux suites par trois, par exerople en 1, 3, 5 et 
2» 4, 6, et consid^rons les neuf points 

12, 14, 16 

3 2, 3 4, 3 6 

5% 5 4, 5 6. 
Les droites qui passent par 12 et 32, 14 et 34, 16 et 36, savoir 132, 
134, 136, se renoontrent dans le m^me point 13. De m^e les droites qui 
passent par 32 et 52, 34 et 54, 36 et 56 se rencontrent dans 35, et les droites 
passant par 12 et 52, 14 et 54, 16 et 56 se rencontrent dans 15. l«es points 
13, 15 et 35 sont sur la in^me droite 135. £n considerant les points 12^ 14, 
16 comme formant un triangle, et de m^me les points 32, 34, 36 et 52, 
54, 56, cela rerient & dire que les lignes men^es par les angles homologues 
des triangles prises deux a deux, se rencontrent trois h trois dans trois points ii- 
tues dans la m^e droite. Ou bien, ce que Ton savait d^jä par le theorime 5.: 
les c6t^s homologues des triangles se rencontrent trois k trois dans trois points 
situ^s en lignes droites.* En efföt, les c6tes des triangles sont 124, 126, 146 
pour la premiire, et 324, 326, 346 et 524, 526, 546 pour les deux autres. 
Les trois preniiers cdte's se rencontrent dans 2 4, les autre» dans 26 et 4 6, 
et ces trois poinls sont dans la droite 246. Maintenant tout cela arriye ^a^ 
lement en combinant les colonnes verticales, ou en considerant les neuf points 
comme (bnmant les trois autres triangles dont les angles sont 12, 32, 62; 
14,34,54; 16,36,56. Cela donne Heu au theor^me suiyant: 

Thdorkme IV. Le sysikme de quiiize points, siiuds trois ä trois 
sur cmgt droiteSf contient {et cela mSme de dicc marudres diffÜrenies) un 
Systeme de neuf points qui ont la propri^tS de former de deux maniires 
diffirentes trois triangles^ teh, que les lignes qui passent par lewrs angles 
homologueSf prises deux ä deux, se rencorUrerU dans trois points qui s'oni 
en ligne droite, tandis que les cötSs homologues des triangles se couperU 
trois ä trois en trois autres points qui sont aussi en ligne droite.' Dansla 
seconde rrumOre de former les triangles, ces deux systdmes de trois points 
en lignes droäe sont seulement ichangds. 

Il ne reste qu ä savoir combien il y en a d arbitraires dans le^ystöme de 
quinze points situes trois k trois sur vingt droites. En supposant le syst^e 
forme pour Je nombre cinq, od peut prendre arbitraireroent 16 et 26 sur la 
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droite 126 qui est detennin^e par les points 12 et 16. Dodc 12, 13, 14, 15 
et 16 jont arbitraires et 23, 24, 25, 26 sont arbitraireiDent shuis sur des lignes 
donnees. L'existence des lignes 345, 346, 356, 456 constitue autaot de 
tfaeordmes g^ometriques; cest k dire, chacune de ces droites est d^tenmn^e 
par trois points. 

£n essayant d approfondir la the'orie de six points sur la m^me conique, 
on rencontrera un Systeme de neuf points, tel que ceux que nous venoDs d'exa* 
ininer; mais il est nioins geoeral. 11 eiiste des relations entre les points qüi 
nmt pas Heu dansle Systeme g^neraL Je renyöis cette discussiön ä une section 
separee de ce memoire, et je passe au cas de i»s=7. 

Pour ce cas ou a tout de suite le theoröme suivant: 

ThSorkme V. Le systhme de idngt-et-un points situSs trois ä trois 
sur trente cinq droites ^ peut itre considdri {rnime de cerU Qingt maniires 
diffirentes) comme composi de trois heptagones^ le pr emier circonscrit au 
second, le second au troisiime et le troisüme au prerruer. Les heptagones 
par exemple peuvent Are (1234567), (1357246), (1526374). 

Dans ce Systeme 12, 13, 14, 15, 16, 17 sont arbitraires, et 23, 24, 
25,26,27 le sont sur des droites dönn^es; les droites 345, 346, 347. 356, 
357,367,456,457,467,567 sont determin^es chacune par trois points. 
Dans le cas g^neVal 12, 13 ... In sont arbitraires, et 23 . . . 2n le sont sur 
des droites donnees. ll existe ^n — 2)(n — 3)(/i~4) droiles dont chacune est d^ter- 
min^e par trois points. Un th^oreme analogue ä celui 5. a lieu quand n est 
un nombre premier: savoir le suivant: 

Thiorkme VL Le systhme de Nj poüUs, situis trois ä trois sur 
N» droites, peut Stre considiri (mime de v maruires) comme con^ 

posi de — 2" n-gones, le premier circonscrit au second, le second au troi- 

sünu etc., et le derruer au premier. 

Je ne connais pas d*autres cas oü Fidee des norobres premiers se pr^ 
sente dans la geometrie. 11 sera peut ^tre possible de trouver des th^ordnies 
analogues k ceux No. 3, 4, 5 pour toutes les foraies du nombre h, mais }e n'ai 
pas encore examine cela. 

Le thc'or^me general I,^peut Itre. consid^ comme üexpression d'un 
fait analytique, qui doit ^galement avoir lieu en coesid^nt quatre coordonn^es 
au lieu de trois. Ici une inlerpr^tation geometrique a lieu, qui s^applique aux 
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points dans tespoce. On peut tn eßet, sans recourrir ä aucune nation md- 
taphysufue ä tSgard de la possibäitd de tespace ä quatre dimensions^ rai-» 
sonner comme suit (tont cela poorra austi ^tre traduit fadtement en langne 
pnrenient adalytiqne): En supposant quatre dimensions de Tespace, il fondra 
conslderer des lignes determinees par deux points (ce que nous appele* 
rons des demi^plans diterminis par trois points, et des plans delermines 
par quatre points; deux plans se coupent alors suivant un demi plan etc.). 
L'espace ordinaire doit dtre consider^ comme plan, et 3 ooupera un plan selon 
un plan ordinaire, un demi^plan selon une Iigne ordinaire, et un ügne sdon 
un point ordinaire. Tout cela pose: en consid^rant un nombre n de points, et 
les combinant deux 4 deux, trois a trois, et quatre a quatre par des lignes, des 
demi -plans et des plans, puis coupant le Systeme {^r l'espace consider^ comme 
plan, on obtient le theoreme suivant de g^om^trie ^ trois dimension^: 

Thiorime VII. On peut /armer un sysUme de J^2 p(wUs, si- 
tu^ trois ä trois dans N3 droites qui eües m^mes sorU situdes quatre ä 
quatre dans N4 plans. En repriserUant les points par 12, 13 etc.^ les points 
situis dans la mAne droite soni 12, 13, 23, et les droites Staat reprdsentäes 
par \2^ etc. comme auparaa^ant^ les droites 123,124,134,234 soni 
situdes dans le mSrne plan 1234. 

En coupant cette figure par un plan, on obtient le theoreme suivant 
de geometrie plane: 

Thio rhm e VIII. On peut former un systime de N3 points situds 
quatre ä quatre dans N4 droites. Les points doieerU itre repriseniies pair 
la notation 123, etc. et les droites par 1234 etc. Alors 123, 124, 134, 
2'34 sontddns la mAne droite designde par 1234. 

jDe ni^e, en consid^rant un espace k p+2 dimensions^ on obtient la 
proposition suivante, encore plus generale: ; , 

ThSordme IX. On peut former dans Tespace un Systeme de Np 
points, qui passent p + 1 ä p + 1 par. Np+i droites, situdes p4-2 ä p*t-2 
danst^^^ plans ^ ou bien pour la gdwndtrie plane, un systime de N|» points, 
süuSs p+1 ä p-l-1 dans N +1 points. 

Des tfa^oremes analogues h ceux Na 4, 5 seraient problablement tses 
norobreux et tres compliques« 

Les- r^ciproques polaires auront ^videroment lieu pour tous ces thco- 
r^mes; on pourrait aussi les demontrer directement dune mani^ analogue. 
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^ ' 'Eh cöHfid^raqt m> poinls rar b inri^me . cbniquie, et les pfrenanl dabs tu) 
onire dtftenmW, p^r efiförmeit unf hexßgme, €ta sait qoe le» c6tdsioppo9^si8< 
rencontrent dans trois points s\tn4s en Ugne drohe. En prenant les points daob 
un ordre quelconqui, ^n en peut foiisier sbixante hexa^nes, & chacune desquelles 
correspond uoe drt>ite; il Vagit raiaidteMM de trbiArer la relation entre ces 
droites. :. . > ;. . ; 

M. Steiner a prouve dans .son ;oiivrage ,^jstenatische Entwickelun- 
gen etc.*" que ces soix^nte droites pas^entitrois ä trois par vingt points, et il 
ajoute que ces vingt points sont silul^s quatre ä quatre sor quinze droites. La 
preiniere partie 4e ce tbepr^me peut £tre demontr^is asset fl^emenl» cqrome 
npus le verrons: mai^ pour la ^ecönde partie,. je n'ai pa$ r^ussi \ trouver les 
coinbinaisons de/quatre points qtii doivent Stre situtfs en ligile drpite, et il n^ 
parait mäoae qn'il est imposgible des les IrouVer^) 

Gherchons les connbiiiaisons de^ droites qui dinvent passer trois. atroi^ 
par le meoie point. , ,, 

. Soient 1/2,3, 4 &> 6 les six points situes $ur Ja m^me conjque. (lopsjlr. 
deVons dabor^ TbexagOne 129456 que Ton obtient ^n prenaiit Jes pp|i#:id|)nf 
i)n qrdre d^termine. .Suivatt Iß (beoren^e de Pßscal Ifts tcois po^ts,. ,.. ,j .: 
12.45, 23.56, 34.61 ; i ; ;> 

(öA 12.45 designe le point d*ihtersection des lignes passäht piit ies points 
1,Ö et 4,5) sont sittr^s'^n lignt drohe: Consid^rons les sii hexagoneJ*^"'\ ^^ 

'"' . . ' . ' . ■ 1 Q i i h i '" \., ^'y" ^' .. 



1 4 3 2 5-6 
12 3 6 5 4 
16 3 4 5 2 



qu on tire du premier en permutant les nombres 2,4,6 correspondants aux 



*) Je ne saU pas sUi eziste ano demonstration de la seconde pariie da tbtor^me; je n^ai pa 
]a troaver noUe part« Aa i;a8 que cette partie do ikto^ne n'^left päs o^ifeete, II |»ariMt qa^rbi deuva 
peat-^tre loi anbsütaer la propositioD raWante ,»Lea vmgL poinU» d^terrajqpnt dettx 4 deaap djix Ikoes 
qäi paaaent trois i trois par dix poiats^\ Ou Terra dans .ce qi^ soit, de qaelle mani^re U CiadraU' 
combiner ces points. '* . • " si ' ., -i, «-: 
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sommets altern^s de Fhexagone. Ponr les trois premiers on fait les pernantadona 
cycliques de ces nombres (savoir 2 4 6/46 2» 62^4), poqr les trois autres on 
fait d*abord une inversioa 426» puis les permutations cycliques (426» 264» 6 4 2). 
£n ^criyant Ifss combinaisons des poiots qui doivent ttitt %itod% en ligoe 
droite» on a 

12.45 23.56 34.61 

3 6.12 56.14 52.34 

45.36 14.23 16.52 

14.25 43.56 32.61 

36.14 56.12 54.32 

25.36 12.34 61.54 

Suiyant cette table les points sur la m^me horizontale sont en ligne droite. 

Oo remarquera d abord que les trois premi^res droites passent par les 
angles des triangles dont les c6tc's sont 36/45» 12 et 14» 23» 5 6. Les cdtes 
homologues de ces triangles se rencontrent en 36.14, 45.23» 12.56 qni sont 
en ligne droite» cest ä dire» par un theor^me d^jk a\i: les trois lignes passent 
par un m^me point. On aurait et^ conduit au m^me r^sultat en obsenrant 
que les trois preroi^res droites passent par les triangles dont les cöt^s sont 14» 
23» 56 et 52» 16» 34 ou enfin 52» 16, 34 et 36, 45, 12. De m^me les trois 
dernieres droites passent par le in^me point. Donc il a ^t^ demontrtf ce 
qui suit: 

Thdorime X. En considdrant. les trois hexagones qu*on obtierU 
en permutant cycUquement les angles aüemds du premier^ les trois droites 
quiy corresponderU se rencontrent dans un m^me pomt. Les soixante lignes 
passent donc trois ä trois par Qingt pomts. 

Ajoutons quaux trois hexagones de ce th^or^mc correspondent dune 
maniere particuli^re trois autres hexagones, ou que les vingt points doivent se 
combiner deux ä deux dune maniere particuliere. 

Mais on se fonnera une idee plus claire du Systeme en remarquant que 

les neuf droites 

3 6» 4 5» 12 

'i 14» 2 3, 5 6 

25, 61, 34 

ont entre elles une relation qui est polaire redproque de celle entre les neuf 
points du thdor^me IV. Pour faciliter cette comparaison» je prendrai d'abord 
le the'or^me analogue pour les tangentes d^une conique. 



14. Üa^by ddbr. de h ghm. d$ posäüm. 2a| 

• ThJofime,XI. Swent 1,3, 5. et % 4,6 des tapgentes ä «de mime 
conique et 12 etc. les points d'intersection de ces droitei: Ics neuf pointi 

ae, 4ö, 12 
14; 2», &ß 

2 5/ 61, 8 4 

peuvent'^tre d^terniines au inoyeu de six points de Tisspäce \i4, S, C, a,ß, y, 

de maniere que Aa etc. represente le pöint Jintersection de la droite passani 

par j4, a avec le plan de la figure, Les points sont correspondants entre eux 

de cette maniere: 

Aa^ Aß, Ay\ 

JBa, Bß, By\ 

Ca, Cß, Cy. 

Seulement les points 36,23,34 etc. soot en ligne droite, ce qui n'auroit pas 
lieu ponr les points Aa, Bß^ Cy, vi la position de A, B, C,a,ß,y etait ar- 
bitiraire. On est donc conduit ä ce proUime; 

„Trouver six points A,B,G,cb,ß,y dans Fespac^ tels, qnen represen« 
tant par Aa etc. Fintersection de lä droite menee par Aa avec un plan donne, 
les combinaisons des points 

(Aa, Bß, Cy) 

(Aß, By, Ca) 

(Ay, Ba, Cß) 

(Aa, By, Cß) - . 

(Aß, Ba, Cy) 

(Ay, Bß, Ca) 
soient en ligne droite.- v 

Pour le thtforime de Pascal^ cela donbe: 

„Th^orime XII. Soient l,Z,b et 2, 4, 6 des points ^une cth 
nique, les neuf lignes 

3 6, 4 5, 12 
14, 2 3, 5 6 
26, 61, 3* 

pewent Stre considSrdes comme les projections des lignes c 

Aa, Aß, Ay 

Ba, Bß, By 

Ca, Cß, Cy 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 3. 29 
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sur le plan de iaßgure, et A, B, C, a, ß,y sont six phrns^ dont lärelation 
reste encorc ä d^temmien 

£n eflectuant la Solution du probl^ine que ) ai indiqu^e on aurait, a ce 
qu'il me semble, un point de vue tont h fait nouveau d'enyisäger les conupies. 

Je yais ajouter encore quelques r^flexions sur Ia mani^e de cbercher 
les relations qui existent entres les vingt points. En ecnvant seulenient les 
angles alternes des hexagones, on a cette table: 

1 .2.3. 
1.2.4. 
1.2.5. 
1.2.6. 
1.3.4. 
1.3.6. 
1.3.6. 
1.4.5. 
1.4.6. 
1.5.6. 

A chaque symbole correspondent six hexagones, qui,. a ce que noos bvqos vu, 
se partagent en deux paires de trois bexagones, et a cbaque combinaison de 
trois, il correspond un point. 11 y a donc deux points qui correspoiident au 
Symbole 1.3.5., deux qui correspondent au symbole 1.3.6., deux au Sym- 
bole 1.5.6 etc. En represeiitant donc par 35,86,56, les droites passant par 
CCS paires de points, il me paroit probable que ces droites aient ensembles 
les relations du tb^or^me I, (savoir que 35,36,66 se rentontrent dans un 
point etc.), ce qui donnerait lieu au tbeoreme bypotb^tiqne qtte' )« enonce 
dans une note. Gest, h ce que je putsse apergevoir, la senle nomüpe sym^trique 
de cotnbiner les droites. Mais au moins les symboles 

1.3.5. 
1.3.6. 
1.5.6. 

ont entre cux des rapports singuliers. En eilTi^t, ccriyons pour cbacun les neuf 
points du theordme XII, on a ce tableau: 



14. Coj^ thior. de la giom. A posMm. ^{3 



3 6, 


45, 


12 


14, 


23, 


56 


2 5, 


61, 


34 


3 5. 


6^4, 


12 


14. 


2 3. 


56 


2 6, 


15, 


3 4 



3 5. 4 6, 12 
14, 2 5, 3 6 
2 6. 1 3, 5 4 

qui ne contient qae quatorze points. Cela merite des recherches ulterieures. 

Demonstration analytt'que du thdorime de Pascal, et de la 

prem&te partie de celui die Mr. Steinen Formales rehuhes qu rnfyne sujet. 

Soient P=0, Q=0, iCssO les e'quations des lignes 12,34,56. On 

demontrera assez fadtement qne les ^qtiations des figoes 45, 61, 23 pcuvent 

^tre repnfseot^es par 

P+vQ + /iÄ = 0, 

p.P^ ><6+ .«==0. . 
£n efföt les six points 1; 2, 3, 4, 5,'6 seront situ^sr.daDS Ja coDique 

car en fesant dans cette equation PssOi requation se r^duh a 

|(ö + X,il)(X,e-».Ä>=0; 
cest a dire, la conique contient les points dtftermin^s par 

(P=r=«, /tP + X,Q + /(»£&), 
ou bten les points 1, 2; et de iii^me eHe contient tes autres points ^ 4, 5; 6. 
l<es fönctions P, Q, R soiü ceosees cpntenir chaune deux constantes arbi* 
traires; donc on a neuf constantes arbitraires dans ce Systeme; qni par con- 
se'quent est tout a fait g^n^ral. On peut formeY I« syst^e snivant deqaations: 

12. P = 

13. VJ"+Ö + ^Ä = '9 

14. XP+/ZÖ + Vä=0 

15. Pri-ve + vi>^*0 

29* 
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16. vP+Q+lR^O 

23. fliP + lQ + R=:Q 

24. P + /u.XQ + fikR = 

25. XP + v^Q+vR — O 

26. v^P + X;ö + Ä==0 

34. e = 

35. ^P + /ia;|3 + Ä = 

36. ^vP + ^Ö + vÄ = 

45. P + vQ + fjiR = 

46. vP+Q + vfxR = Q 
56. Ö = Ö. 

Ecrivons les ^quatiöns des lignes comprises dans la fable de neof points 
ci-dessus donn^a. On a d'abord 

AP + wAQ + vÄ = 0, vP+Ö + Aä=sO, Q = 0. 

En combinant la seconde et la troisleme colonne verticsde du tableau, 
on obtient pour les trois points dlntersection des cötifs oppos<^es de Fbezagone 
123456, les i^qnätioiis 

(P = 0, ^Q + pÄ = 0) 
(B==0, AP+/mQ = 0) 
(Q==0. XP-i-vÄi=0) 

qu! appartiennent li trois points sitti^s sur la droite 

ce qui suffit ponr d^montrer le th^or^e de PascaL 

On obtient de m^me, en- combinant les autres paires de colonnes ver- 
ticales, deux syst^mes de trois points, respectivement.sito«^» das« le» droites 

l+e+^^O et 

lesquelles, avec la ligne qu'ou vient de trouver, 

AP + /kQ + vä = 0, 
se rencontrent e'videmment' dans un m^e point, d^terinin^ par les deuz ^uations 



Voitii UCH^ dempBBtrjaftiOQ da la pren^i&e partie du theor^me de Mr. 
Steiner. Les ^quaUoni^ qpe. ncms y^qpQs; d^ 'tcoüvcfr appartienneot aü point 
d^tf^rsectiön des Jürpis. draÜM .^ui «prc^poddoit.ao preqder des trois hexa- 
goDes du Symbole 1.3.5. t^mtrv,te«iuver fautre peiflt coilfespoi^ 
l»j|nidre ä ce symfaole, il faut combiner lest colöanos horizontales, ce qui donne 
pöur' les coordonne'es de ce point: 

En eherchant de m^is fei ^^r^ibtis i9es poin^ts qui correspohdeht 
attx syinboles 1.3.6 et 1.5«6^''on xd>ti^'dies i^^suItiM:^ ^egants, infais qui 
valent peut-^tre la peine d^dtfe ^non<^e's id. 
,^ Je.fonm oetfe table Gonij^tie, "^^ ' : - • • 

BjOAm^B de trols Ug^ti^» qoi^ reaeöMte&t dttis im pöint. 
Pour 1.3.6 



■'S Vr ■ ■ 



<A*— »'Ä)Ö = (}.—fiv)R. 

1. I KvP-^vnQ + R =0 

(CaP + A Q + A/ivÄ) + (A vP + v^ Q + Ä) = 0. 

IL Jä(1-»'A^) + (A— »'A«)e = 
((A ^fiv)Q — (fi^vX)P = 0. 
Poar 1,6.6 

I. \(/ty(l—Xfiv)—X(l —y'))P+(v^Xft)ifi3>Q'i'V^XfiR=0 



.,•.*-. -. .. . ' ' -• .'■-..-»■■'■■■ 

Note eiv le Jh(i(nreae, de Mr. >BH^^ 
On peut. donner üne dt^otMli^lion ^nUiUe ^e ca. thiorkae, enjfoä^ 
mmt 'ponr les ^cptatioiis dts eiz tangentes xtlleaF^ti:. 

2. a^'P + ß'^M^y^M^^Q, . > 

et en cherchaot la relation entre les coefficienb qui.e^afksessvff ^ ces six 
^quations doivent appartenir a(iix taDgenles d^ooe wfyne-^isomfffifi. On ^obtvfeirf 
faöilement .-,:.• 

ce <|ui ezprime äus^i. la condition que les ttois, dl&igiM^diQ^ '^m^ 
trer däfis un mdme poinl. 

Ber1iti/^''S^teiDbre IMS. 



^ - \ 



Vi,'-'€^b!f^lMAm th gifomitrk q»afytijii$. 



m 



15. 

j^öbl^nie äe g6om€Me sakslyüqae. 

<Par Hr. Cqyley ie Cambridge.) 



ff M Toweer eacplicäement les coordonndes des centres de sirmläude de 
deax swfaces du secohd ordre, dont chacime est drconscrite ä wie mime 
surface de cet ordre. 

■Lemme. 

Soit 

I. E7 = j4a^ + By^ + Cz\ + 2Fy» + 2Ga;z + 2Ha;y + 2Lxa> + 2Mya> 

+ 21Vza> + Pci^ 
lexpression g^n^rale d'une foriction homogine da second ordre k qnatre va- 
riables, et considc'rons les de'riv^es 



KU=^ 



A, H, G. L 
H, B, F, m 
G, F, C, N 

L, M,N,P 



F^.U^ 



4 »;. 9» w 
a.A, H, G, L 
ßH,B,F,ni 
yG,F,C,N 
6L,M,N,P 

oü dans Fp,oU les lettres o,p Gentes en bas servent k indiquer les variables a^ ß, 
y,S et 4> n» 9t 0* qui doiveot eittrier dans rexpression de cette föhctioD; par 
exempie F„ü est ce que devieiit Fpj,V, en ^crivant ^, ^^ 9, « ätt lieii de 

o-t ß, y> ^' 

Cela pose', soit 

3. t7 =r yrfa;' + iJy» + Ca' + %Fjx, -I- 2Gjrz + IHxy ■¥ 2Lxa> + 2My(v 

+ 2Nztv + 2Pw^. 

4. V=iaaf + ßy + yz + Sw. 

on. anra. cette e'quationideDtique; 

5: F„iü+ F^KU-F„ iüyKiü+ F*) = iF.fü)\ . 
qui subsiste mime pour un aombre quelcönque de .variables. 



L'expFession analydque du th^or^e consistc en efföt en ce que les 
r^ciproques de deux surfaces du second ordre, drconscrites liine ä Fautre, sont 
deux surfaces du second ordre qui oHI ,cette m^me relation« Car en prenant 

«C f/ s 

— > — 5 — pour le9 coordonnee^ d'un point, les equations, de deux soriaces 
drconscrites luhe ^ Fautre sont 



Les equations de leurs reaproques polaires (par rapport a a^'+jj^-f-z^+iv^ssO) 
sont 

c'est a dire, en vertu du th^oreme qui vient d'etre pos^: 

7. F,,U = K(U^F^)F,,U+(Fo,Uy^O. 

oü f[.{U+ F^) est constant; cest h dire les premidres parties des Equations 
ne diff^rent entre elles que par le carr^ de la fonction Unfaire (Ft^ü)i ce 
qui prouve le th^or^e en question. 

Solution. '1 

Soient 

a t;+ri' = o et [7+f/ = o 

les Equations des deux surfaces, dont chacune est drconscrite ä {7 = 0. Les 
cxpressions de Vi et V^ sont 

(^i = ai^ + /?iy + yi^ + rfi«' et 

ou les lettre 0, Oi ecrites en bas se rapportent ä a^, ßi^ yi, öi et ä ck%^ /S,» y%% ^t 
respectivement. Mettons de plus, pour abr^ger, 

Les polaires des deux sorfaces ont pour e'quations. 

et ces surfaces polaires se rencontrent evidemment selon les coürbet ntoi^ daus 
les plans exprim^s par les ^qüatioiis 

12. yK^F,,UdzmFo^pü=^Q', 



15. Clv%> PrtUim» d» g 6m kn & ma^ftipie. 



e'quations quon peut ^crire sons cette fonne tfi$ simple: 

13. F^^iU)=iO, 
en mettant 

et sdppdsant que o* st rapporte 4 a\ ß', 9/, 6'. On a enfin, en se sen'ant 
de-la notation compl^te des d^tenmnants. 



14. 



15. 



= 0, 



L n> R» *^ 

Of jiy H, G, L 

ß* H, B, F, M 

ye,'F,c,N 

6'L,M,N,P 

^quation qui est double, ^ cause des doubles valeurs de a\ ß", >/, 6*^ Les 
poles de ces plans sont les centres de similitude des deux surfaces dorniges. 
Soit donc identiquement 



16. 



4 1?, (?, fi» 

a' A, H, G, L 
ß'H.B, F,M 
y G, F, C, N 
6' L, M, N, P 



on a 



17. 

X y 



a?:jr:z:«>=: Jl:|>:C:]^ 



pour les coordonn^es '^^'^y'^ des deux centres de similitude. ^>|),C, P 
sont donn^es par Fe'quation (16), savoir par 



18. 



51 = 



ou ^^ — 



a' H, G, L 

ß'B.F.M 

yF.C.N 

6' M,N,P 



etc. 



a' A, H, G, L 
ß' H, B, F, M 
yG,F,QN 
6" L, M, ^, P 

a', ß', y, 6* sont donne's par (14), et Ki, K, repre'sentent ce que devient le 
de'terminant 
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15. Ce^k^, Thiorbme d$ geonteiri» mdytiqwe. 



19. A, H, G, L 

H, B, F, M 

G, F. C, N 

U M: N, P 

en ecrivant B + a^, B^ß^, C -{-y^, P + S^. F+ßiyu G + yiUi, 
H+Oißi, Z + Oirfj, M-i-ßiSi, N+zytSi, oü A-ha^ etc. au Heu de 
A, B, C, P, F, G, H,i, M; ly. \ 

y . .: ;; ,B,ei'Un,.4 fiept 1|845. 



u<. 



■»•.II" 



1 > ; ,: .t /;i- 



• r:." .y- 



.fi.ji. ':'-.' 
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Zwei Beweise för die Existeii^ der Wfirzelil^ 
^r höbern algebraischen Gleichungen. 

(Von Herrii J. C. UlAerrj Protesscr m der polyteclinisdien Schule zu Närnberg.) 



Jr olgende Bemerkungeti über imägioäre Ausdrjkke mögen yormsgebcn. 

1) Unter eiiieoi iaaa^naren Ausdruck wird ein Amdrudi t(on der Form 
p+L(jf verstanden^ wo p und q reelle Zahlen bedeuten und i die imaginäre 
Einheit bezeichpet; und wenn von der stetigen Aenderung eines solchen Ausr 
drucks die J^eue ist, so .soll damit gemeint sein, dass die reellen Tbeile d^selr 
ben sich stetis ändern. . . . . . « r 

2) Der imaginäre Ausdruck p + i.q lässt sich immer auf die Form 
r. [cos 9+/. sin fp\ bringen, wo der Modul r positiv und der Bogen 9 reell 
ist. Der Bogen 9 ist bedeutungslos, wenn/y und ^rij^kh^eitig Null siJid. 

Betrachtet mmi ^r und 9^ als • i^oordinatenwertfae^eiHes Puncts M in Be- 
£lfg auf ein re<^twM[l%^ CöOrditiatensf^em in der E^tie der Axen OP, OQ, 
so sind r und 9 bekanntlich die zu diesem Pttntt gehcii^n Polarcöord^nii^ 
tenwerthe in Bezug auf. das System, dessen Pot O und dessen Anfangsrich- 
tung OP ist. Da nun atuf diesie-Ait ditnthidieLlkge des Puncts M alle, in 
beiden Formen des imaginären * Ausdrucks vorkonmienden reellen Zahlen dar- 
gestellt werden y so mag ditisiff Pilirct dci^ iRi^pfäseiifant des imaginären Aus- 
drucks heissen. 

Eine stetige Aenderüng der Lage von il/ bedingt eine stetige Aenderung 
der Zahlen p, q^ r und 9, und umgekehrt bedingt eine stetij^e Aenderung dii^ 
ser letztem Stffdte *tne stetige Aenderung der Lage des l^iiiftcts M^ ' 

9) Dir ' Sun^hi« zweier imaginären Ausdrucke ist ^eddr ein solcher Aos- 
drtick,^imd wenn die SuMMttden sichtstetig landern, so erleMJetaüch dieSnnMw 
eine stetige Aettderiihg: li 

Ist c defi Mod«^ der Summe ^ der beiden Ausdrjicke, deren Modul! a 
und b sind, uddiwerden Summe und Simiraanden bezuglidbiditrchtlie Fkincte 
C, A und jB iCej)räaeditirt,Miso lUMeli, «^ sich' leicht aul 2)-(sr^ebt, die 

30* 
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vier Puncte 0> A, B und C die Eckpuncte eines Parallelograinnis, dessen Dia- 
gonal OC ist, und es liegt daher c zwischen den Grenzen a-^b und rl=(a— £). 
Der Winkel, welchen OC mit OA oder OB einschliesst, wird übrigens um so 

Wpinfr «irii^le Mfcfedr ^ 'd^^^ . •' -;;\; J! i-ivrV 

4 ) ^ Qal Bltodcict : zweier lini%niätoer v Apsdrficke. ist l jriedefi ^^ solcher 
Ausdruck, und wepn die Faktoren sich stetig ändern, so erleidet auch das 
Product eine stetige Aenderung. 

Es ist 

a.[cos a+/.sin a) X Ä.[cos y3+i,sin ß'} = a.b. {co% (a+ß) + /.sin (a+/S)], 

und daher^ wenn n eine ganze positive. Zahl ist^ - i '^.. 

f a. [cbs d + i. sin a]]'=s rf*. [cos (na) -+< i.sifi (nd)].' 

5) Sind r^, flir^\ Oar'*^ ... a„ die Moddi imaginärer Ausdfrficke, so 
lässt sicli'r immer so gross annehmen, dass der Modul y* des ersten Ausdnid^s 
beliebig viietmäl grosser wird, als der Modul der Summe alter folgenden; 
denn nach 3) ist der Modul dieser Summe kleiner als flir'^+öi7'^..V+fl„. 

s .. : Erster BeW.eis.- ..; ..■-.■ -.-- 

Die ganze, iFuticlion . - > ; 

wo A^, A^.. . . ^ und .07 beUebig reeU oder :imagiaar.9«ia;JM^ ^n.^h^^ 
nicht, NuU sein SjOjy> nimmt» weno:, ,i ;,i,i .; i df i:^ 



>:> ii"iii '«> j 



und 



^=?ai»«C^os.G(^ 4r:f*sin,a^ . , ..:.■..., 

o: = r.fcos g> + /.sin y] 

gesetzt wird, (nach 4)) folgende Form an: 

f. [cos(ny)+/.sin(ny)]+flii^^[cos[ax+(/ir--l)g)]-4-/.sin [a|-h(n«-?l)9JJ 
+flir^'-Ccos[aa+(ii — 2)9]+/.siu[a,+(/»•-2)9)]3..•+£lto.[co«a)|4rl^sina»] 

und erleidet nirgends eine Unterbrechung ihrer Steilheit Ist dafaer:(aacfa 2.) 
der Punct M der Repräsentant von X für irgend reelle Wertfae von: r^und^^, 
so wird derselbe seine Lage stetig . ändern müssen, wemt r und 9 zu^dch oder 
einzeln sich stetig ändern. Stellt man. sich nun r constant vor, uhddem Bogen.9 
nach und nach alle stetig grosser oder kleioer werdenden Werthe, von irgend 
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ekiefin 9>'van^ beigelegt, eo mnss der Ponct M no&wendig^fie stelige Gorve 
bescbraben und bevq^iss:jfj/H^2.'mif/ wo Tis ivgend eiqe ganze ZaM ist^^ in; die* 
M^LKge^iEommen, wie bei 9«^, ' Biese €ürye ist also eioe in sich selbst 
«HrfielkefareBde^ und ider Vnnd^Si kommt schon io eile .möglichen' liegen auf 
ihr; wenn 9 mir alle stetig sich folgenden Werdie eines Intervalle von 2« 
aünimnit. Jedem Werthe von r, zwischen o und qq, ente^ridit eine solche 
GttPte, und aHe geben durch stetige Aendening atis einer derselben hervor» 
WMn r stetig sich ändernd angenonunen wird. Legt man defu reinen so grossen 
Werth bei, dass der Modul r^ des ersten Gliedes von A" vielmal grösser 
wird 9is der Modul der Sunune aller folgenden (ylieder (0)^ so 1 wird der 
Winkel, den die beiden Richtungen OAf und ON bilden^ wo iK der Reprä- 
sentant des ersten Gliedes is^ bei jedem Werthe voil 9 um so kleiner sein, je 
grosser r ist. Der Ponct N macht aber n Umlaufe in einerlei Richtung auf 
der Peripherie des um O nutdeih Halbmesser 7^ * beschriebenen Kreises» wäh- 
rend 9 ein Intervall von 2 irdurchlSuft: es muss also der Punct ilf, bei einem 
hinreichend grossen Werthe von r, eine stetige, in sich selbst eurückkebrende 
Curve beschreiben, welche den Punct O 71 mal umschlingt^ wahrend 9 um 2^ 
stetig £U- oder abnimmt Stellt man sidi r, von diesem hinreichend grossen Wer- 
die an, stetig almebmend vor» so wird die Gnrve sich stetig änderp, bis zuletzt 
bei rssO alle Pmicte derselben in ^ zusammenfalieo^'wcnn^ der Repräsentant 
des letzten Gliedes ist Diese Curve, welche Anfangs' /imal den Ponct O unihr 
schlingt, kann sicfa aber nicht avcf den Punct 'jd(:zusatnmeiizieben, ohne vorher 
im Allgemeinen wenigstenüi Tsmal durch den Pmict.'O {gegangen zu ^n. Da 
aber, wo ein Ponct' der. Gurv^ mitO: zvsatnanenGillt,/ sind die ihm. etitsprecheor 
den Werthe von r und 9:80, dass^aie jK.zu Null machen. . ■ f . ■■ ^ 

Es giebt also, im Allgemeinen wenigstehs,: nWurzdui der Gleichung ^ ■■ 

und wenn auch in besondem Fällen eine oder mehrere Schlingen der Curve 
gleichzeitig im Puncte O verschwänden, so gäbe es dennoch wenigstens eine 
Wurzel dieser Gleichung. 

Zweiter Beweis. 
Die ganze Function 

wo j4n nicht Null sein soll, lasst sich auf die Form 

7^ . [cos (n(p)+i. sin (719)] + Ö1 r^ . [cos [a^ -♦- (n— 1)9] -♦- 1. sin [ai+(n — 1)9]] 
-h aa r^' . [cos [a,-#- (n — 2)9] -I- 1\ sin [0,-1- (/»-- 2)9]] ...+ a„ . [cos Ota +«. sin a„] 
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bringeiv und letzterer Ausdruck lässt uch selbst wieder in jR.[oOs(I> -1* i.sui0] 
zu^mnienfassen , wo jedoch seine Bedeutung verliert, so wie R .Null 
wird. Mit Ausnahme dieses Falles erleiden aber 12 und 4> nothwiemfag stelige 
Aenderungen» weila r und 9 sich stetig Undem» utid bei constabtem r kcdbren 
die Werthe von Rf cos 4> und sin tfl» periodisch wieder, wenn .9 stetig zq.- pder 
abnimmt, da sie für 9 =3 9' cb 29r dieselben sind, wie fur.9 as 9'« YtTahti^nd 
also 9 ein Intervall von 27r durchläuft, und jR dabei nicht Null wird, muss 
Cp sich stetig und so Sndem, dass seine;, dem Anfange und Ende des Intervalls 
entsprechenden Werthe die nämlichen sind^ oder sich um eine gerade Anzahl 
le von einander unterscheiden; und dieser Unterschied muss nothwendig der- 
selbe bleiben (ur alle Werthe von r zwischen eWei Grenzen, innerhalb deren 
kein Werth von r existirt, fiir welchen jR Null werden kann, da, wenn 9 con- 
stant ist, sich ebenfalls stetig ändern muss; wenn r innerhalb der letztem Gren* 
zen sich stetig ändert Wäre genannter Uhteradiied för irgend zwei Wei^ 
the von r nicht mehr der nämliche, so nkiisste zwischen ihnen wenigstens ein 
Werth von r vorhanden sein, für welchen R Null, würde, Inrährend 9 ein In* 
tervall von 2« durchläuft» 

Es liegen nun aber cos fl>.und sin bezüglich uro so. naber an cos (119) 
und sin (71 9), je grosser r ist, und fallen bei rrs oo.mit ibneii zusammen ; tM 
muss also 0, bei einem hinreichend grossen Werthe von r^^M 2>iii!;^^h an- 
dern, während 9 um 2ir zu öder abnimmt Ist hing^en r sehr klein, so 
Kegen cos 4> uad sin bezügUcfa um so näher an <os <4 und sin o», je klei- 
iser r ist, so dass dann immer fast denselben Werth: behält und daher 
der dem Anfang und Ende des Intervalls von: 2^ entsprechende Werth. von 
4> Null wird. Es muss also zwischen dien Grenzen und .oo , nothwendig we- 
nigstens einen Werth von r geben, iiir weldien R Null wird. Während 9 ein 
Intervall von 2% durchläuft Es giebt also wenigstens einen Werth von der 
Form r.[co8 9 + i.sin 9] von a?, welcher die Gleichung ; 

X = 

befriedigt 

Anmerkung. Die bei dem ersten Beweise gebrsochte BelrachtMgssrt giebt et» Millel an 
die Hand, die Warzeln de^ höliem Gleichungen mittels eines Apparats mecbaniseb zu finden. Ein sol- 
cher Apparat wurde aber freiiicb seine Gebreckf n mit den m ühnlichaii Zffccken angewandten theilen. 
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ITelN^r die SmnmiraBg der beideü Reihen ^ 

(a) yf — n^yi + «,7, — etc. + (— l)"y., 

(b) ■)/« -f-'/ii'yi 4- /ijy, + etc. 4- y.i 

in welchen die Or^^en r>eUi«ittu*li<e]i und die 

Coefficienten ßinoioiiiaicoemcienten d<^s ganzen 

Exponenten n sind, mittels höherer 

!Piffer(^iizen.iind Sunuoen« 

(Von ^em Herrn GyianaiMidlehrier F/ iifr^ 
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— 40 habe ichriijlr dapn €99)^6 Inte^^I von lo|^a?.d!a7 4$^^'Aasdruqk 

j' . . . *. 

gefanden, wo 4y£sV e^iii die' in» dttvdi -siÜBixssn« I hfgr«ti*n herbeigeführ* 

ti?f;* Integrari^iMgren;^; % jiedc« ^qtegjtyl gpgebep, i»t,:,,.;„: j ; ., . :. ,, , 

Der Zweck einer Reihensummirung madkt AUP^fJliiPjJ^U.ei^er/b'eiwn- 
deni Beachtung wertb, wenn alle Integrale für ^=1 verschwinden. 

Man nehme also.,4Mi lolegnä (j|c)-:«wj^(^f» 4ßth y^bzeh' ^1 un^ 4;, so 

wird, wenn man die Summe. 1 + |+ } + etc + — kurz durch 5, bezeichnet: 

.;-■;,.:;■■■ • . ••■ • • ' ' 

i.2...'(«-.i) ^ i.»iSl^2i + «**^ + *^-» + ^- = 1X7«*" 

oder, für 7/*= 1.2.3'.../c c«, nach und nach 

Sn =/*iy^ + Hay» + «»,7» + etc. + y„ 

*»-i == (n,-r'?)|1'i + (»— AXy» + (»—1)3^» + etc. + yi_j, 

Sn-i = (/»^2),y, + (71— 2),y, + (»— 2)»y, + etc. + y».,. 
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Dies sind n Gleichungen » durch welche die Constanten y zn bestimmen 
sind. 

Multiplicirt man» dieser Bestimmung wegen» die Gleidiungen der 
Reihe nach £it J, — i*i, Ha, — »3/ i|.fi;w*> lind:aädirt 4ki Produkte, so er- 
hält man 

Sn — nis^i + n^Sn 2 — etc..+ (— l)*"*w,.,5i 
'^ ' ' + V2^-rH(n-ri,A:rh(n f 

, , . ■ • . ' - ■ . . V . . ■ • r •" 

■*• %• 

Nun ist bekSniitlith iC— iii(>f— i^^^^ etc. =0, wenn 

n>*m: alsq verschwinden die Coeffidenten von yi» y%, • • • 7V-i# und es 
ergiebt sich 

und dem Obigen zufigdge 

^- = 1.2,. ,n ^^» — ^h^Ji + >iiii»:i — etd* 4- (— l^^iW^i)^ 
> Geht man' V<vi -der. b<^ännten Gdcviidreib« ,~ ' : '.S....i .i 

itas, die'för jäl]es jpöiritiv« kconteii^rt/wdifh^s difetitiheit'dtJchi'^^^ 
iafe^rt ninal hintereintlh^ir; soist, da äl^ Imegrat(e'nit'''i'3&'l VlE^rsttiiinndeo, 
•aem'VöA'ergdieiidAh'geniäs«: '' ••■'•••■-■- ^•'•' •'•»"_!•• >••'''> •• "' 

i ■ • ■ * r ■ 

= (-irMClog .^.J . T^ + ^ . 13— 

,^ .1.2 .l...Ji.-2^ 

.1..-..1 ..!.:.■ i'il.-: ..;■. V. ...(..„.; :-• ,- 1; 

,'■■ ' .~^ — ^nsxSi^ . 

Lässt man z sich der Null nähern» so entsteht die Grenzgleichung 
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, . 1 • 1 1 L • • f 

W I.2...(ii+1) '*-2.3...^ii4-2) •^3.4...(n+8) +»"»»•»*• 

Nun ist bekannt, dass die Summe links den Werth — • r"o — 'l tat, also 
entsteht die Gleichung 

(0 s„ — n^s^i + /ij^^a — etc. + (— VT^n^^Si = — - — . 

Diese merkwürdige Gleichung suchte ich direct zu erweisen. Die 
gefundene Beweisart erstreckte sieh überhaupt auf die allgemeinere Reihen (a) 
und (bX deren Betrachtung viele und, wie ich glaube, meistens neue analyti- 
sche Gleichungen gab und der Hauptgegenstand dieser Abhandlung sein wird. 



Zieht man von jedem Gliede der Grundreihe 
yof yi» ya> ya/ etc. 
das nächst folgende ab, nennt die dadurch entstehende neue Reihe von Glie- 
dern erste Differenzenreihe, verfährt mit dieser ebienso u. s. f.^ so wird, wie 
bekannt, das erste Glied der nten Dlfferenzenreihe, also die nte DifTerenz von 
yoCA^.yo), durch deii Ausdruck 

(a) yo — n^yi + n^ya -^ etc. + (— 1»,. 

dargestellt. Addirt man zu jedem Gliede der Grundreibe das nächst folgende, 
verfährt mit der daraus hervorgehenden neuen Reihe ebenso, und so fort, so 
findet man auf dieselbe Weise 

(/?) yo + /»lyi + ^72 + etc. + Xn 
als erstes Glied der nten Summenreihe, pder als nie Summe^ die wir durch 
^.yo bezeichnen wollen. 

Ist nun die Grundreihe von der Art, dass die nie DifTerenz oder die 
nte Summe von yo sich einfach angeben lässt, so hat m^n auch die Summen 
(a) und (ß) durch einen einfachen Ausdruck dargestellt. 

Dieses Princlp werde ich auf einige Grundreihen anwenden. 

L Es sei die Reihe 

s^, Sj^i, Sk'j^f SkL^, etc. ' 
Grelles Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 3. 31 
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gegeben. Man findet A.**=-j-, A'..% = j — YZ^l " "" j^t_i) ' 

1.2.3...(ti-l) ., . 

•iK*-i).:.(it-ii+i)- Aisö«t 

1. .. - n,.._. + n..._. - etc. + (-1)-.^, = (-lr^ j^-||?;^^_ 

Für k = n geht diese Gleichung in die besondere 
1) Sn — n,5^i + n^s,^ — etc. + (— ly^^s^ = — ;;; — 

über, welche schon oben aufgestellt ist und welche mich zu dieser Abhand- 
lung veranlasste. 

II. Die Grundreihe sei die geometrische Progression 

af, ar'\ a?""^ etc. 

(A) Durch wiederholte Differenzenbildung entsteht A.a^^^a^ — a^'^ 
— ar-'lx—l), AVa;^= ar-*(a; — I) — ar-»(a? — 1) =i oj^^o; — l)*; über- 
haupt A".^" = (o? — 1)", also ist 

2. a:» — n^ar-^ + ntoT^ ~ etc. + (~iy ä (a:^l>-. 

(B) Durch wiederholtes Sumroiren dagegen entsteht .;?.:i^£=:ii;^ + ^r^> 

== (a?+ J)", folglich ist 

a o;^ + Tii^^* + n^aT-^ + etc. + I = (a?+l)». 

Setzt man o; = y, so ergiebt sich 

4. ö' — iiiö-^'Ä + tHcir^b^ — etc. = {a—b)\ 

5. ö» + Hia'^ö + fhcT-^b* + etc. = (a+by, 

welche Gleichungen den binomischen Lehrsatz fiir positive ganze Exponenten 
enthalten. 

III. Bilden die Grössen 

ya, yi* y«, etc. 

eine arithmetische Progression von einer niedrigeren Ordnung als der nten, so 
verschwindet die nte Differenz, und man erhält folgendes allgemeine Theorem: 
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Die Summe, 

yo — »i^i + ^ya — etc. + (— l)"y„ 

i?erschmndet jederzeit^ wenn die Grasten y eine arähmeiische Progression 
pon einer niedrigeren Ordnung als der nten bädem. 
Die Reihe 

oT, {x-k-hy, {w + 2hT, etc. 

ist eine aritbnietiscb« Progression von der mten Ordnung , denn es ist A.o;"* 
=r a?"* — <^ + Ä)"" = — mi x"^^ h — mt oT^^ Ä' — m%a!^th . . .» d«o 
ist A'^.ar= — mhä'^\x^\ Da nun A.^ = — A, so ist A'.o;* 
= 1.5JÄS A^a^ = — 1.2-3. Äl A'.ar'^C^iri.ai-.mA-, und alle ho- 
hem Differenzen verschwinden. Daher ist 

6. a;'^ — n,(iv + Ä)* + n,(* + »Ä)*^^ ...4-<— l)"(a: + nÄ)* = 0, 

für ein positives ganzes m, welches kleiner als A ist; ferner ist 

7. ar — ni(x + hy + n^(x + 2Ä)" — . . . + (— l)"(a? + nhy 

= (— I)M.2.3 ..TiA"; 
welches bekannte Gleichungen sind. 

IV Die. Reihe sei 

sin aXf sin(a — Ä)ar, sin(a -— 2A)a;, etc. 

(A) Es ist A.sinao; = sin ax — sin(a — A)a;=2sin|Aa? cos(a — ih)x, 
A'.sin ax = 2sin 5Äar{cos(a — \h)x — cos(a — §Ä)a7J = — (2sin Ihxy 
sin(a — h)x. Die zweite Differenz geht also am der tirsprfingKchen Function 
hervor 9 wenn man d^ — A statt A setzt- und .noch mit der Constanten 
— (2sin ^hxf multiplicirt. Daher ist A*.sin ax = (2s\n^hxy sin(cc — 2A)^, 
A^.sin «07 = — * (2sin |Äa;)* sin(a^^3Ä)i, und allgemein 

A^. sin ax = ( — l)*(2sin |Aa?)^ sin (cc — kh)x. 

Nimmt man nochmals die DifleretiZy so wird 

A^^sin ax = (— l)*.C2sin U^)^^' cos(a - ^^h)x. 

Folglich ist 

8. sin aar — 7»isin(a — h)x+ni^n(a — 2ä)ä?— retc.+cos(-n-l)"sill(a— r/iA)a7 

* = (—1)^ (2sin Ihxy sin{a—inh)x 
ßir ein gerades n und 

31» 
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9. sinao:— iiisin(a— Ä)a? + nasiD(a — 2A)a? — ^Ic. +(~ l)*sin(a— nÄ)a; 

= (— l)^'(2sin ^hxY cos(a — \nh)a: 
ßar ^in ungerades n. 
Eine besondere Beachtung verdient der Fall, wenn a=:>» und A = 2 
ist. Es entstehen dann die Gleichungen 

8) %mnx — rii sin(7i — 2)^ + etc bis die Reihe abbricht = 0, 

für ein gerades n uad 

n— 1 n-l 

9) sin nx — Hi sin(/i — 2)^? + etc. + (-- 1) « nn-i sin o: = (— 1)"^ 2^* sin af^ 

für ein ungerades n. 
I^e letzte Gleichung pflegt durch die ilfoipr^'sche Formel erwiesen 
zu werden. , i . 

(B). Durch Sumnpation erhält man fät dieselbe Grundreihe 
JS'.sinao; = %max + sin(a — h)x = 2cos 5Äa;sin(a— jÄ)a7, 

so dass die erste Summe aus der gegebenen Function hervorgeht, wenn man 
a — \h statt a setzt und noch mit ^cos\hx multiplicirt. Deshalb ist 

^•sinao? = (2cos JArr)"sin(a — \nK)x 
und folglich 

10. sincfa;+7iiSiu(a — A)a7 + /iasinj(er — 2A)a7+.«.=(2cos|^)*sin(a — \nH)x. 

Nimmt man a = /»und h = 2, so ergiebt sich 

10) sinTio? + ni sin{n — 2)a + »a sin(7i — 4)a ^ elc^ == 0. 

V. Ist 4^^ Gruudrcihe . 

cos ao?, cos(a— iÄ)ir, cos(a — 2A)a;, etc.,' 
so hat man ' 

(A) J . cosao? = — 2sin ^hx sin(cc — lh)x, 

J^.cosax = — (2sin ^hxy cos(cc — h)x, 
also allgemein 

J^. cosao? =5= ( — 1/ (2sin ^hx)^ cos(6r — kh)x , 
und, wenn man nochmals die Difierenz nimmt, 

J^'^'.cosax = (-1)*-^* (2 sin ^hx)^^' sin(a- ^^^ h)x. 
Daher ist 

11. coscfa? — /iiGo$(a'^Ä)a7 + niCos(a — 2Ä)^— ... = 

(— 1)^ (2sin 5Äa?)'cos(a— f nA)^, 
für ein gerades n und 
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12. cM«a;'***7^o6s(a*«'A)jbH^nt'to(M(ff'^^A)a7M*' ;.;tti<-: 

. für em ungercules n. 
Nimmt man -wieder ossn'-ünd A=:2, so wird .\ ^- 



5-1 



11) cos »ar-t^ n, (co«r— 2)a; + », cos(n*r 4)«^-fn .». +.(-r-l)# , n, cos2a; 



T-» 



" für' eiö gereutes n und 



n-l 



12) C0S/W7 — nj cos(n— 2)a: + n% cos(» — 4)0? — ... + (—1) « /i»-i =0 

, • ■ - - —,:..-« ■.';-. . w. ••--./.'-*■ .' - "IT ' 

. ' für ein ungerades n. 

(B) Die Summalion giebt 

:S'-cosaa7 = 2'öös|Ää?^ös(* — |Ä)^, ' " 

also allgemein ~ * - 

^.cosöfo: := (2cos 5Äjr)"'Cos(a — j/jÄ)^? _ j 

und raan erhält 

13. coscra7+ni cos(a — Ä)a;+7i3|COs(a— 2Ä)a?+etc=(2cosj/Lr)*cos(a — |/#A)^. 

Setzt man ^ = n und A = 2, so ergiebt ^ich ; , _ 

13) cos nx + »1 cos(ii— 2)a: + ... + n„ cos2j; + j/ii, =?**"* casa;^ 

für ein gerades n und 

(13) cos nx + niCOs(n — 2)ar + . . . + /i^, cos o? = 2*^* cosa;", 

'\ •.■■ . ■ V -j- __. . . • .. . u 

für ein ungerades n. 
VI. Die Reihe sei 

* k k 

qps (9 + ^)p' (9 + 2Ar)^, etc. , - • 

wo 9, die Grossenform «(? -^*)(^-^^^;; t?:^ C^ bedeutet, -aus IreL 

eher der Binominalcoefficient qp hervorgeht, wenn man Äs« ^r«- 1 seöst 
E8isthier9, = (y + Ä),.^:57^, ^Iso _,^,, 

Zieht man von dieser Grdsse dine andere- bh', die ans ihr herVdrgeht, 
wenn man q + k statt q setzt, so entsteht die zweite Differenz 

./ . y, = (7 + 2ä;, . (j^y^j f^^^ij^ .. 
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Bilikt man nodbi die dritte ind vierte DiiTereoz, so zeigt sich leicht 
das obwaltende Gesetz» weldies durch die BemouUTsche Schlussart zur All^ 
geroeinheit erhoben werden kann. Man findet nämlich 

1-2-3....P '<g-i-j>*) ... [9-f-(p+n — 1)*] ^ 

Also ist 

14. 9^ — Hl (g + Ä)^ + /ia(y + 2 Ar)^ — etc. = (— 1)' fr* (^ + nk)^n \ 

wo i? ^ 71 ist. 

■'♦■■■ 

Setzt man ^ = — 1» so ergiebt sich : 

14) 9p—rh(q — l)p + TijiCy — 2)^ — etc. = (y — />Vh.. 
Ist p ^ n, so hat man 

14«) 9» — rii (q'— 1)„ + /i,(y — 2), — etc. = 1. 

Ist dagegen q =: n^ so erhält man 
14/j) rip — ni(n — 1);, + ziaC/Jt— 2)/— etc. =Ö, und nur=:l, wenn h'=:/? ist 
Vn. Die Reihe sei 

k k k 

qp, kqp^x. ^qp-n, etc. 

k k P 

Da hier y^, = 9;,.j^(p_i);t, so ist 

Femer ist 
^ * - * g-* I.* g-* ^ * J-* q-2 k 

So ist allgemein 

* * (g-*) (0-2*) ... (j'-n*) , * ,, . .., 

^•9A' = 9>yH.(p«l)* ....y4.(p.-»)*" (?-^*)pi Wie leicht zai finden. 

Demnach ist 

*. k k \ ■ ''"'*' k 

14. (7^ — wi /ry^i + /la Ä* y^a — etc. + (~ l)" Ä"9^^ = (? -^ «^*)^' 

wo /> ^ n ist. 
Dieses Theorem habe ich auf eine andere Weise schon in Grunerts 
Archiv III. Seite 256— S8 gegeben. 



Nimmt man /» = — 1 , so erhält man 

15, q^ + /i,9>^i + /lä^p^a + etc. + 9^, = (9 + /»)a, 
und für y = /i=)9: 

(15) (/^•)' + W' + 0t.O'-*-etc. + (^^)» = (2;;)^. 

Dies ist der Lagrange'sche Satz (lir die Summe der Quadrate der 
Binominalcöefficienten, für welchen bekanntlich viele verschiedenartige Beweise 
gegeben worden sind« Hier erscheint er als Corpllar des allgemeinen durch 
die Gleichung 15. ausgedruckten. Satzes. 

VIII. Die Reihe «ei 

k k k 

qp. % + *V-i, Ä*(7 + *V2, etc. 

Hier ist (y + Ä)p_i = y^.—, also durch Summation • 
Femer wird . • i . 

"^ } l }-H*) ^ J q + lt 

Nimmt man die hübern Stimmen, so erhält man den allgemeinen Äusdrack 
* * (gH-yt)[g-4-(p-hl)t] ... bH-(p^-n~l)*] 

g(g-*-*)-[g + (y-l)*] (g + pt) ... Ltf + (?+«-!) Ar] 
" 1.2.8....;) * g(g + t) ... [j-l-(n-l)*] 

(g-m*) ... [g-Kp — l)*] (g-»-yA;) ... [g-i-(p-nt—l)t] 
" 1 2.3 ... (p — lö • pO»— D .". (p— n+1) 

a. (g+ n*),-» . (g-l-p*), . 
Also ist: 



* 



16. y, + »1 /r(y + ArV-i + «j **(y + 2ä]^_, + etc. = (y + w^V_, . (y + M). . 

P» 
Setzt man Ar = — 1 , so ergiebt sich 

16) qp — nyifj — IV, + nj(y — 2)^ — etc. == jq — n)^.{q — p\. 

P 
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IX. Ist 1 1 1 ^^ 

die Grundreihe, so hat man, da ' — i «» iT'TrrzrL ist, 

:.•■' ,.•■■. ■«»•■r-r-^ -••?*» 

folelich 

■■'■ -j, 1 1 1 '• ■• • . ■- 

"'IT ^ F i** ~" -^T — ! — '• "T"! — r~~*P ! 

-S ^^ P*h - -XT^^Xrfii "I — -PCp+I)*'. 

ft,(j + p*) ^ ? + (J> + lJ*J ft,(5H-l>it)b + (j. + l)*] 

Auf diese Weise ergiebt sich die allgemeine Retladon 

//».y-o»4 ;— .p(p+l) ... (p+n— !)*•, 

qp ft>(S +?*)••• [j + Cp+n— 1)*I 

deren Wahrheit durch die BernoiüWsche Schlussweise leidit dargeltban wird. 
Der Ausdruck rechts lässt> ^<^^ aber noch auf v f ine andere Form bringen. 
ps ist n'attilich 

^■^"* 1.2.3...« -(ji+^it). ..[? + (? + «-!)*] *^ 

/ ..■.,•. ,j-. (y+«-^)- ,fr,, ,, ■ -.. . 

also ist ' ' .■.•.•••• '. v __ ^ 

17. 1- - «I — i — i- «1 — s— etc. « j- 'it-TE i= *- , 

qp ^-*-*)/> (J4-2*);, > 5^' (9r*-p*)„ 

und für. Ä = — 1 : , . , 



X. Die Reihe sei ' 

1 1 1 ♦ 

* j -7 — 9 -^ — . etc. 

qp kqp^i k^qp~2 

Es ist j— = i--^* r , folghch 



P 
9p'1 9p 



qp qp ^ ' qp 
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Femer wird 
^1 1 }-* 1 ?-* 1 q-k {. } + (i»-l)*) 

^•j ^-^r + ^cF^nö*» """^ "TT r~ cp-d* 1 

f pt (p-l)f 

Allgemein wird 

Daher ist 

18. ]g IH T *" *• "IF etc. » - jj^ '• -* — j — , 

und för Ä = — 1 

,8) ± + n. i + m JL + etc. - QL±i2? . 
a» »H-i 9>-2 P»9p 

XL Die gegebene Reihe sei eodNch 

1 1 l , 

(g+*Vi fr '^ fr ^ '^ ' fr *' 

Femer ^r- " 1"-%^ + T*— »"; ifcfe 

fr fr ^ (j + *Vi ^ \ 

1 tp + g U . g ) _ 1 *j>-f-ig t(f>~l) + y 

-f-ir^l^-^tlFITDi-T-^ir" *(P-I) ' 
fr fr ■ 

Das obwahende Gesetz fallt in die Augen. Alan erhält 
_ J_ 1 (g+p*)[g+(|>-l)*] .. [g-i-(|>-»4-l)iH 1 
-*•* -» p(p-l) ..* (p-« + l) *- 

gf> gp '^ ^ 



1 1 fa+Cp- « + !)*], 
^; 



Daher irt 



q, *(j+*V-i t«(9 + 2*V^ *^fr '^ 

und für Ä =: — 1 : 

1^ — .-. _ >— ^-T> — + 7 ■sr-^ — e*^ ■■ (— ij^«— •=* . 

g^ (g-1)^ (g-2)/^ « , «: , „^^, to« 

Str dsBnd den SO. Januar 1845. 

CttMt't Journal f. d. M. Bd. XXXI. H«(t 3. 32 
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18. 

Nova solntio problematis detemimandi multita- 

dlnem mimerorum, qni ad niimenim aliqnem 

sint primi eoqne minores. 

iAuciore Fridertco Arndij Sundiae.^ 



Jjliretur fortasse aliquis» quod problematis ab IlL geonietris, Euiero, 
Gaussio, Grunerto, aliisque jam solnti, novam disqüisitioncfm instituam. Eur 
leri quidem solutio, de qua confer. Nov. Comm. Acad. Petrop. T. YIIL p. 74. 
et Mov. Act. Petrop. T. YIII« p. 17., non sine multis ambagibus perficitur, 
qua de C9xxs^ Gaussius in Disq. Arith« Lips. 1801. p. Hf^. ^sX Grunertus in 
Opere ,, Archiv der Mathematik etc. T. III. n. XX. aliam tamque simphcem 
viam iuierunt, ut nihil amplius in hac re desiderandum esse videatur. Sed 
quum novae solutiones novam saepissime lucem alicüjus rei. afTerant, solutio- 
nem, quam inveni^ quod^ in lucein proferam, a lectore beniguo^ ut excuset, peto. 

Si numerus .propositus tsX potestas aliqua numeri primi, scilicet /?", 
omnjes pumeri ad eum primi sunt ii, qui factorem p non invotvant Quorum 
multitiido quum sit /^ — 1 inter limites 1 ei p, eademque inleir limitcs p et 
^p, 2p et 3p f etc.» manifesto multifudo talium numerohim' ipso p* minorum 

enxp-'(p-l)ye\p^(l''j). 

2. 
Jheorema. Si numeri a, b sunt inter se primiy destgnatque omruno 
9)N muhäudinem munerorum ad N primorum eoque minorum^ ttHt 

Demonstrationen! hujus theorematis, quod ipsum in Disq. Aritb. legiter 
hoc modo institutuo. 

a) Quando a ad a, y ad b primus est, residojun ininimmn summae 
ay + bx secundmn modolum ab ad hune ipsum primum tut debet. 
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Si enim illud redduum, qnod per r designemus» et modulus hä fac- 
torem aliquem primum & simul haberent, maoifesto -& numeroin ay + bx 
metiretur. Atqui alter certe numerorum a, b factorem & .iDToIyeretf ex« gr. 
a, ergo hie factor.numeruni bcc metirefur. Quia autem o; ad a primus est, 
X per & non potest esse divislbilis, ideoque t^ Factor esset numeri b, quod 
fieri nequit^ quoniam a et & sunt inter se primL Ergo residuum r ad ciä 
primum est. 

b) Quando pro numero x ponnnter omnes numeri ad a primi eoque 
minores, pro y autem omnes ad b primi eoque minores, residua minima 
exortarum inde summarum ay + bx secundum modulum ab inaeqnalia esse 
debent. 

Nam si esset ay + bx ^ ay' + 4a;' (mod. aÄ), haberetur a{y — y') 
+ hi^X'^x') ^ o(mod. ö), ergo Ä(a7— o;') == o(mod. a), ideoque x—x' == o 
(mod. £i)y quod fieri nequit, si diflerentia x — x* ipso a est minor. 

c) Duo quique numeri resp. ad a et 6 primi sunt x* + ka et y^ 
+ X;6, ita ut sit a?'<a ad eumque primus» y^ <• b et ad eum primus. 
Valoribus bis pro x eXy positis habetur ay + bx^=i ay* + bx* + Qc + X)ab, 
i. e. ay + bx== ay' + ba^ (mod. ab). Ex quo sequitur, omnia nasd residua 
diversa sumimae ay = bx, si pro x, y accipiantur resp; omnes numeri ad 
singulos a, b primi iisque inferiores. 

d) Si igitur determinantur residua minima summae ay + bx sec. mod. 
ab 9 dum pro x et y sumantur omnes numeri resp. ad a et 6 primi iique 
inter se combinentur, habebuntur fpa X qA numeri diversi ad a 6 primi eoque 
inferiores. 

e) Quando numerus r ad ab primus est, semper numeri x, y, quorum 
alter ad a, alter ad b primus, inveniri possunt, congruentiae satisfacientes 

ay + bx^r (mod ab). 
Quum enim 6 sit ad a primus, congruentiam 

bx^r (mod. a) 
resolvi posse constat, quo loco, ut facile patebit, x zd a primus erit. Simili- 
modo congruentia 

ay ^ r (mod. b) 

resolvi ])otcst, eritque y ai b primus. 

Propter primam congruentiam bx — r per a divisibilis est, ergo etiam 
öj •+• Äa? — r; propter secundam simili modo ay + bx — r per b divisibilis 

32* 
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est. Ifäque^ quum a ^ b sint inter se primi, modulus ab numeram ay + bx 
— r melietar, i. e. ay + bx ^ r (mod. ab). 

f) Sequitur ex d) et e) multitudinem omnium numeForuioi ad ab pri- 
moruin eoque mioorum esse- tpax qib. 

3. 

Jam faclle intelligitor, esse pro quotiunque factoribus 
^(flbc.) =: g)a X g>b X ^c .•.. , 
dammodo duo quiqüe noyum. factorum sint inter se primi. 

4. 
Numero igitur quocunque N in factores pritnos resoluto» ita ut sit 

Tl^jtlB?0 ..... 

ex 3. habetur g)^^ = g>(-^") . ^iß^ . 9(C0 ••.- , ergo ex 1. 

^N = A^\A-\) .IBh^B'-V) .0-\C—V) ..... 

vel 9)i»^=;K(l-.l)(l-i)(l-i).... 

S(;rib. Sundiae d. a M. Mart, 1845. 
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Eotwickelmig der Summe der mten Potenzen 

der natürlichen Zahlen nach den Potenzen des 

Index mittelst des Taylorschen Lehrsatzes. 

(Von dem Herrn GymnasiaUehrer Arnit zu Stralsund. ) 



JLlie Summe 1" + 2" + 3* + ... + rc^, als Function des Index x be- 
trachtet, Jn eine nach den Potenzen dieser Veränderlichen fortschreitende Reihe 
zu entwickeln, ist der Zweck dieses Aufsatzes. . n \H eine positive , ganze Zahl. 

Zunächst ist die Möglichkeit der Entwicklung darzuthun. Bezeichnet 
man obige Summe durch Sx^, so ist (o: + 1)" — a^ = 1 +/iirr + /iaÄ^ ... 
+ nn-^iOir'\ folglich, wenn man für x nach und nach 1, 2, 3, ... or setzt 
lind alle daraus resultirenden Gleichungen addirt: (or + 1)" '— 1 =s ^ .+ it| 
Sx + 1%^ «Sr^ -hcett. + n^i SaT^^. Daraus folgt, dass Saf^ eine ganze ratioruüe 
Function vom (n + l)ten Grade ist und die Form 

1. Sa^ == A^ioT^^ + AnoT + A^ioT-^ + etc. + A^x, 

hat, wo nun die bloss yon'n abhängigen Coeflicienten zu bestimmen sind. 

Betrachtet man zu dem Ende den Ausdruck rechts als »tetige Function 
von X und bezeichnet ihn durch /{x) , so ist nach Taylors Lehrsatz 

2- ^^'^ - r^^T) '^' ■*- ^n *"■*-•*«• -^^^'^ 

und folglich kommt es auf die Bestimmung der höhern DifTerentialquotienten 
der Function /(pp) an. Diese Bestimmung t?jrd möglich durch die Relation 

welche für /(x) = Sa^ Statt haben muss. Nach dem Tbyforschen Satze ist 
nämlich 

Diflercntiirt man diese Gleichung /rmal nacheinander und beachtet, . dass 
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Adif{x) eine algebraische Function vom (/»+l)ten Grade ist, die Differential- 
quotienten Arter Ordnung von f^^Qv), f{?o)% etc. bis zu /^*^(a?) ver- 
schwinden, so erhält man 

-» 11(11-1) ... (n -* + 1)«»-*. 
Daiher ist für a; = 0: 

*• 1-2 ...(«-*+ 1) 12 ...(n-*) * 1.2...Cn-*-l) *'**'-^^ *^ -^ ^^-"' 
so lange Ar nicht n ist. Für k = n ergiebt sich dagegen die Gleichung 
5. y^'(O) = 1.2.3..../!. 

Aus der letztern Gleichung folgt ^»+., = i.2... (»-».n ™ ^+i * 

r. -^ n • Z^'-HO) « l-2.3...(ii+l- A) . 

Femer ist aUgeman i.2...c,+i_x-*) " 1.23 ...(«+!-*-*) '*^'-* 

= (» + 2 — >/ — Ä) (» + 3 — X, — Jt) . . . (« + 1 — X) ^M-i-i 

= l.2...A:(i»+l-A)4^^,_ji, folglich, 
wenn man die Gleichung 4. durch 1.2.3 ... A di?idirt: 
6, (n + l)tA^i-^nt^„ + (n— 1)»^^,— etc. + (— l)-*(Är+ 1)*^^.! = 0; 
welche Gleichung von ArssO bis k=:n — 1 gilt. Aus derselben folgt 

(» + l>_i ^»_i — 71^1 ^, = 0, also, da ^^t — ^^^ ist, ^, = J . 

. Setzt man die für ^»4., und A, gefundenen Werthe in die Glei- 
chung 6., so geht sie in 

' • "* ' 2(s-jl + l) — (» — 1)* ^»+1 + (»— 2)4 ^»_a — etc. 

Über, von ^ = bis Ä = u — 2. 

Die in dieser Relation noch enthaltenen Coeflicicnten hängen von n 
ab. Setzt man jetzt n — k statt k, so wird 
A— 1 

+(-ir^(n-/c+i)i^^^,=o, 

von A= /i bis A == 2. 

Da nun allgemein (n—X)^^j^ = ni.^ ist, so entsteht 
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oder> wenn man y4j^j^=z n^Bi nimmt: 

und zugleich ist 

11. SoT = ^1^^ + JiT^ + n,B^ar^ + n^B^oT* + etc. + n^, J5^i ä? . 

Nun lasst sich aber zeigen, dass die B mit geraden Zeigern ver- 
schwinden müssen. 

Da nämlich (0?+ 1)" = a?" + nia:^^ +/iaV"" + ... , 
(a? — 1)- = o;- — n^o?-" + /2,a?"-^_ ... , 

also durch Subtraction 

(a?+ 1)" *- (o: - 1)» = 2{n,ar^^ n^oT^ + ...) 

ist, so folgt, wenn man in dieser Gleichung x succ ä 1, 2, 3^ ... x,. setzt 
und dann alle Gleichungen addir^ auch zugleich />+ 1 statt n stitX: 

{x + 1)-+* + a;^* = 2(»+ l),Äa;- + 2(ii + l), Ä^-^ + etc 

Setzt man also 

Sa^ = c^a^ + Ci£^ + ..., u. s. w., 

führt die Wcfrthe rechts in obige Gleichung ein und entwickelt . zugleich 
(.T+ 1)"^* + o^*"* binomisch, so giebt die G>ef!icientenyergleichung: 

(/i + 1)1 00 = 1, 

(n+l\a^ + ln + Vkbo^\{n+l)^, 
(n + l)ifl, + (n + 1)8 Ä| = \{n + l),, 
(/i + 1)1 ö, + (» + 1), Ä, + C» + 1X^0 = \{n + 1)4, 
(/i + l\ a^ + {n + 1\ bj + (/» + IV cj = |(/i + l)s, 
u. s. w. 
Daraus wird leicht geschlossen, dass Oj = i^ = C| ^ ... =: |, /?3 := ^3 = ... 
= 0, fiPft =s ^5 ==...= etc 
Deshalb ist dann 

12. 5«" « ^^ ^- Ja» -I- »^ jBj«»-» +. ji,B,Ä»-* -^ etc. , 
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und 

wo /x = 1 oder = 2, jenachdem Ar gerade oder ungeratle ist 

Diese Relation vereinfacht sich noch» wenn auf beiden Seiten mit 
Ar + 1 Diultiplidrt wird. Man erhält 

oder für 2lXB%i^i = C^^i : 

14. '--J 
Zugleich ist nun 



14. -2- = (Ac + l),C, + (Ar + l),C, + ...(/c + lV^iCt_^. 



15. Äa;" = jp;:^ +|a' + |BiC;a;^' + i/»,<i«^+ etc. 

Die BemouUtidMn Zahlen definirt man am einfacbsteo, wie mir 
scheint, durch die Relation 

1«. ^ = (Ä + l),i-(Jt+l)4i + (Ä+l),i-etc. 
Vergleicht man dies mit 14., so erhält man endlich 

Wenn n eine gr^r/icfe Zahl ist, so ist das letzte Glied (— 1)**"*— .Pn^, x, 
dagegen (— 1 )*<"-»-* • - Bn^^x^y wenn » ungerade ist. 
Stralsund, den 15. Februar 1845. 
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20. 

lieber die BernoalUsciie Meihod«^ gäm^iiirbare 

, 1 1 — - J : 

Reihen zu finden. 

(Von dem Herrn Gymnaäallehrer JrnA zn Stralsund.) 



ie Schwierigkeitea bd i^^ Summirung der Rahen veranlasste/ <ff<i 
Geometer bald, das Problem umzukehren, nämlich, summirbare Reihen. zu 
sudien. Unter den ' verscfaieden<h -bi^faer gefapr^den lülethoden ist eine der 
einfachsten diejenige, welche Jacob BernouUi erdacht und Mollweide im ma- 
thematischen Wörterbuch (Artikel „Summirbare Rdlhe'^) mitgetheilt hat l$ie 
besteht einfach in Folgendem. 

Wenn man von jedem *6lfede der Reihe 

i"i» i"l, H^f ..• Hn 

das nächst folgende rinidit, so ist die Summe der i)i(rerenzeh 

der Ueberschuss des ersten Gliedes der Gnmdreihe über das letzte, älMSfeh 
H^-^f^n' Dieses Resultät^ist Äfath|iKm in der:Gibi€^udg: <^ • '• ' 

,i v'^'' ;. }h.»''i -i- '\l J'*»^^\ n«i*v/ .l>nH 
Jede beliebig angenommene Function des Index fi^ hefert denmach eine 

^ummirbace .l^eih^ ,Pä fliiüi-.^b^.^fi^^iu;«!^ r^oil FufH^i^n^üviiicbt ^schQ|ifen 
lässty so werde ich mich auf die bis jetzt in der Analysis am meisten ange- 

wandten beschränken und mein Augenmerk vor9Ü|p|cb auf .dif[.^Fo.n|[| ^i^j^. 

^ — l.jliß ^ /L'^ — T: "ijc^*®"' ^®'f!^ft d^AÄMijj^glcoefficieiiten als beson- 
dern FaU in sieh isdiliedt. Die AWv^däflg idei^ FoMnil 1; äfuf besondere Fälle 
ist der Zweck dieser Arbeit, welche, j|]^^.£^i«:lu^^ daija ^od^njopiag, 
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dass es wünschenswerth ist, im Besitz einer möglichst grossen Anzahl von 
Reihen zu sein, deren Summe bekannt ist. 






§.2. 

Es sei ft^ = sin (x + mh). Hier ist ^».i — /*„=: — 2 sin 5 ä 
90B (« -*. "^ A ) , 7/, — ^, SB ^ 2nn |ikA cös(aT + |n*) ,^ ? folglich 

ins^fi ^ rt ^j, j V ein ^ «1 Ä 

.-^ coR^ar ^ -grr— . h) p» "^X «<''(* '♦^ 4«*)* Settt «lan »bor a? 4- JA es /y, 

und n + 1 statt ä, so ergiebt sich 

o "*^** ^ IN sinl(n+l)A ^, , -^ 

3. :S cos (y -*- mh) = — ^; . , cos (y + JnA) . 

Setzt man in dieser Formel |wH-v statt y, so erhält man 

•11=0 ^*'^5'* 

welche Relation sich auch fin Jet, wenn man von der Functiött'/^»=cos(a:+mÄ) 

Die Annahme: /#^«s(iang(j? +771 A) giebt ferner :')i vi 

mssfi siniiA 

5. -5* sec[Ä?+(m.— 1)Ä] sec(a; + mA) = -Tgjj- seca?8ec(a; + nÄ) 

und, wenn man Jtt + a? statt a? setzt, . . 

• ö. -S' co^ec[^+(m«^ l)Ä]cosec(jr+mÄ) = "g^ cosecir coscö(rr+>iA); 

Endlich sei sec(a: + mh) die angenommene Function. I^ier findet 
sidh nach einer leichfeii Rechnung 

7 "^ sttitS^ + |C2«-l )Al ^ sin}n* fmQcr^lni 

fl,r-i cos Fa? .^T (m *-* lU] cos^jp -t^ «lA) ° sin|A cos«c08;(ar-f-f|A ' 

oder, wenn |ir + o? statt ^r gesetzt wird: 



mssi s^^t« 4- (ffi — 1) A] sin (« + mhi) «in^A sin(ir^(jc + nK) ' 

$. 3. i!) ^'!a::i .'Vi\i\o': 

Die Ffinctii^njei /l^^5== (^HhTm^)/e^-M^ Relation 

j-f-(«i+p— 1)* , r. g4-(«i+p — l)ii 



-'*->•/ 



folglich - ;..; , ,•: .-. ^^v ■'•■>! i-'k!^ "'T>''J "•••'" '^'■-"'• 

: .p-1 S? Ti ^y'-^-~ "TT-* — ' 

oder für q — k statt q: " ■ 

"*^ .1. .?-' * 

oder epdiich fqr i>H-. 1 statt yi;. , , i r j . n r » i 

irt^ pf i - k k ' 

»»0 ^y "•" T^''/^> — r~k • 

mggii 

Setzt cnM f — ':n~^^> Weffiäk ma|^ ^ j^ Glalhung 

1 j- i. — Y I i — ix 1 — u i^ 

also fi^^-i^n. = iw^_^ [1 (j^?:^;5* — J = - ^-1- (^iniöX 



Setzt man zuerst /t+1 stall jr^.^ij^^dfuin ^-^1 statt p^ so kommt 
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II ^■ -S k-^"^» q^ = Ä^-">(9 -4^ ÄU.^ (^ + *)a-i- 



Die Annahme ä = — 1 giebt einen Satz von den Binominalcoeffi- 
cienten, nämlich * "^^ 






welche Gfeichun§ für /> '^ 1 übergeht in : ' " 



S{\ ■•S'* •■'. ;!.■...,■' ■' ; -i ^- 5 



'An 



^i4: :^.(^iö'*9.:=(-i)-(^--i%wt^.o. 



Setzt man hierin endlich q ssn, so yrird 



14. -S^(-_l)-rt„«0; 

••=0 ^ ... ..,;.. ,\, V. i ' 1 

welches ein bdianntes, Theoifem jst. v :' .,, 

§.'5. " •"•■•■ 

Ist das allgemeine Glied der Grandreine /mJ=( — A)"'((^+mK)^n> so 
findet man durch iei44e-R<K^UQgent die -ich jiicbt BersetMi« will : 

ai^ ^4||(lbHr)(fl!di|^«i4ii«ii£ig^s((h^ ^t Bi^oini|ialcioefiac$ant«fi^) - • * 



folffl, oder für ü = ii:. . ' / ' 

II « — 1 n — 2 1 q-^n-hl 

SeUt man endlich q — iiH-l'=r, so ergiebt sich 

* ' ' 1 2 3 ' n r 



J •« 



Die redproken Werthe der in den §§. 3., 4., 6. behandelten JE!|iPcii^en 

geben eine ähnliche Rechnung. Da die Transformationen "k^ne SchwieHgkeiten 

haben, so setze ich bloss die, Resultate h^. __ v^ ' ^ 

1 ' '*^^^ 

I. Die Function u^ = - — je jyebt . 



20. 2 

mssO 



k ' " ■* f Sri I T*-»-' — *-* ^*T >• I . 

(? + «*)/.. r""*^*!.«.-:! b + (» + l)*Wj ' 

Setzt man ä: = — 1 und q — n^p^ so ^rkiüt inaa • 

Setzt man dagegen <i(ricl und bezeichnet dlgemein <Ue ^te fignrirtf 
Zahl deryoten^ Ordnaol diirch >J, so entsteht der Ati^nick , ' 

oder, für o =. 1, . 

■28. -S> — - ;t^ I 1 - r^Epr- I . 

. So , findet man die Summe der redproken Werthe der figorirten Zahlen 
eU«r be1iebigeaT)rdmin^ . , .. ' ' ^.i 7" « ■ 

II, Die Function x^ giebt ' ' ' ' ' !■•! 
24. ^ ifc— » 1 — "miT-nf )• 

III. Endlich entspringt aus der Annahme /»„ = i-^iCV*i<i^^ü)c\ ' * ' " 'li<^"' 

welche Relation fiir Ar = —1 und p^^n übergeht in: 

1 1 1 ■ 



§•7. 

Zwei auf einander folgende Glieder der Grundreihe seien kn^ upd 
^^m+if wo die Coeflicienten k und A vorläufig noch unbestimmt sind. Da 

Setzt man nun k—nXsszQ, also /c + A = (/i + l)X/, so wird Ar/i^— A/i^^.i 
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fim 



~j ('^^ l)Xm = mX(n+ l)ijM-i» oder, für i = 1: Ai^^i — ^«m+i 



= m(/j + l)m+i, A t- 'w-^m ~ ^4+1 ^= '»('i + l)m- 



u-f-i< 



Die gegebene Reihe' ht aho 



■i ; ■' ■ 



}»'?»0f ;.^|.Ji 



0. N 1 



i^Wi^ 



Dar tiun /My^^-fip ^tnn^furf n^j^^ isl^ io. findet sich :• . ^ 



.= ..!» ir.'M * i'-'*. 






folglich, wenn ma^i Btit n + 1 dividi|t:_' 

« I •■ ' .; ~ ' ..... 

J_ + i ?^ + L f«-l)(n-2) , , (w-l) ..,.(«-pH-l) Nl 
i.2 n* 12 n«? 1-2^4 ^": \i ... (|»-l)(pJ#rl)'«^ 






oqe,r 



n^» 



«+1 ' 



Dafür kann man auch setzen - '\ '■■ -^ 



:*^-^i:v:;^+u 



I ; 



Stralsund, den 16. Tebruar 1845. 
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Nova methodas deteiniiiiiandi multitudmem 
ratiicuin coi^nientiae 

aliaqne ad haue materiiim spectantla« 

iAuciöre Fridericö' Arnäi^' tSun'diae.y 



In opere egregio, quod inscnbitur ,;tfis(jfuisäiones Arilhmeticae" Ili. 
Gaiif^ demoufitravit, congra^ntiaih V^^ 1 (radd. jp"), dei]^tai\le p ouinesuia 
primiifii imparem, tot radke» diversas admittere, . quod uiiitaiis siiit divisori 
comm. maximo numerorum t, p'^^ip — 1). Ipsam autem detnanstratlpDem^ 
licet ingenlosissima sity operorosiorem lämen esse, nemo non concedit, qua de 
causa simpliciorem, ad modulum quoqua ^STipertinentem, afferre constitui. 

..Nostra baec demofistratio jmtitur.i^ulfitudi^ nuiperorum, ad eundem 
exponentem pertioentiurp» quae quidem ^lio modo, ut in Pisq, Arith.y.ind[9g^^^ 
erit, quoniam methodus ab Gaussio adoptata ex eo pendet, quod congruentia 
af ^1 (mod. p^) non plures qtiaih / radiceij ditersas habeat, quod ipsum nobis 
demonstraiidurti )>ro|H>suitnttftb' \ ' '^ :.::(■:• :,. lirj 

Omnia; -<]üee aliatunis iUDn^ eo recuttünfy ut^semp^^'radkein'pllroitITaro 
moduli ^" exstäipi^ 'jn^öbettiT/' qu6d quidem pi-o-ifio^^irfd^/^ViQJl 6<iitf^ adjin 
me^itiy^topoJifionTs deBic^sirafbtin est; <6ngru(^ntiaifi'«;^Sil(m€id.7^> ni^ plures 
qcTam f radites adttiittere divM^osv- Hd^ ipsum auteni^fattUlimeierifieitQit 
Radicem primitivam -iiioduli /?* exstaije, prdpOftitiöHeifiqu^i qü|mconqae moduli 
p^ radicem primitivam etiam cujusvis altipris potestatis ipsius p radicem primi- 
tivam esse, in §§. 5. et 6. novis metbodis argumentatus sum. 
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I. De modnlo jf rel 2|9^, denotante p namerum primum 

impArem. 

Theorem a. 

Si differentia a*^— 1 per ffoiestiüem ntath nütneri p, n^c /»^r akiorem 

ipsius p potestatem dwisibäis est, fT^^ erä summa nurneri p potestas diffe- 

rentiam a*/: — 1 metiens. 

ÖeJnonstratio; ^ • - * ^»■^J![^iiiU^ 

Ex supp. af formam habet 1 + hp^^ ita ut h factprem p non involvat, 
qua re est ex theorem. binom. a^—1 := pi.hp'' + p2'h?p^ + p^.h^ p^ + etc., 
at quisque coeff. binono. per p divisibilis est, ergo habetur 

omnesque coefT. sunt integri. Ex qtia aequattoiiepatet^ difforeBtiam ii^>---^l per 
p^^^, neque vero per />***, multoque minus per «Itiorem quam (n^1l)fam 
potestatem divisibilem esse. 

Th'eorem.a. ■: '.-'^ •- .■ • » •■ 
yice fersOf si p' «/ ^iimm^i potestas dijfetthtkim y^ 
)3{jfferent{a9^^\ per p"^, jtec percSHorem -fyfsms ^ potestaüini, düisÄBis etit. 

Primum perspicuum est, af — 1 per ^ diw^ibileiiL.je^t* NKMOirewii 
af^a(jBoii.p)^ ubia<;y, entere .o^^ 1; at ej^i.t^proQ^.fi^ilHHi^ 
ergo asl(mod.;7), uifidea^^l^ L «: a'-r-l. per /) djlgi^i^^!^./^^ v^ in t n- 

. , Quodsi fl' — 1 ad suimiium per p^ divi^ä is .est^ jb^t' i flflt . ^uqifna pctr 
testas diflerentiam o^— -1 metiens ($,< 1.), uod^ «x riApp«. ^/:tTli=>/^« vel 
%s$:;n-^l, ideoque o^—^l ad summum per p"^^ divisibilift .e^t» 

:.- \.\ ^ ^ ■./:•; -^----^i^i :■;-:■- 

Theorema. 

Quando g aJ exponentem p — 1 periinet sec. mod. p {quo facto 
g rodj^ primitwa mod. p), od unum herum pertinere debei : 

p-i, (p-i)p, (p-i)p% ... (p-i)p- 

sec. mod. p'. 
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f : Si enim g^* per p* diwAäis est, g ad ea^panentem p — 1 pertinet 
sec p"; nam si ad minorem r pertineret, esset etiam g'^1 (moä, p)^ unde 
g non ad / pertioeret sec. mod. p. 

Si pero g^* — 1 per p^ non dÜHsibiäs est, sed ad summum per p\ 
ubi ^<fJi, g ad expmerUem (p— l)p'*"^ pertinet sec. p'. Nam si ad mi- 
norem r pertineret, hicr^ utpote divisor exponentis {p-^Vip^^ ac raaltiplum 

ipMus ^ — 1 formae esset (/>— 1)^*, ubi A<ii— Ä^ Quoniara autem a^'^^^ 
— 1 per ^" divisibilis est, erit ($. 2-) öf~*— 1 divisibUis p^y?"^, ubi n— Ar>X/, 
ergo />^ non esset summa potestas differentiam o*^* — 1 metiens. 

§.4. 

Theorema. • 

F'ice persa, si g ad expönentem (p— l)p""^ pertinet sec. mod. p\ ad 
p — 1 pertinere debei sec. p, eritque a^""* — 1 ad'summüm per p^ dipisibi/is. 

Quum Sit grC^-i)^ ^(mod.;?")', erit (§. 2.)fl^* — I divisibilis per p^. 
Quodsi per altiorem potestatem p^'*^^ divisibilis esset, differentiam ö^'^^"^^"* 
metiretur jE?" (§. 1.), quo facto g non ad expönentem (p — l)p'^^ sec. ^" pertineret 

Tum g ad p — 1 pertinet sec p\ nam si ad minorem r pertineret, ex 

§• 1. g'P — 1 divisibilis esset per p"", quo facto etiamnum g ad expönentem 
(/7— 1)/?""^ sjBc. /?" non pertineret.: . 

§.5. 
Methodus invöniendae rad. primit. mod.^'. 

Sit g radix primitiva mod. p. Quodsi ^~^ — 1 per p^ non divisibilis 
est, ex §. 3. g ad expönentem (p — 1)^ pertinet sec, mod. j:?^ unde hujus 
moduli radix primitiva est 

Si vero g'^* — 1 per /?' divisibilis est, contendo numerum g+hp radi- 
cem primitivam esse mod. p\ ubi h designat numerum per p non divisibilem. 

Est enim 

(g + hpr'-l='g^-^ + {p-''^)ig^hp^'(j?^l),f^hY+elc: 

Jäm vero omnes termini sommae dextra parte positae secundum sequentes, nee 
non ipse primus, per p' divisibilis sunt, secundus vero tenninus per p^ non 
divisibilis, ergo etiam {g^hpY^^*-! per p^ non divisibilis est, ideoqoe, quum 
g + hp Sit rad. primit mod. p, ex §. 3. g+hp ad expönentem (p — l)p per- 
tinet sec. p\ unde hujus moduli radix primitiva. 
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IlL Jacobi io opere, quod inscribitur ^ Canon Arühmeticus** (Introd. 
p. XXXTV.) adnotavit se dedisse in Diario Grelliado vol. L p. 301 €mmes o»* 
gruentiae af^ ^^X {moA. p') radices pro singulis ipsius p valoribus lüde ab S 
usque ad 37 eoque modo radices priniitivas minimas^ inoduli /?' invansse^ nempe 

2, 2, 3, 2, 2, 3, 2, 5, 2, 3 
pro;> = 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. 

Tali autem molestia ex nostra metkodo non opus est 

Cetemro, si sdre relis, utrum potestas g^ nrntati congnia fiat sec. inod. 

p\ residuum modo potestatis g ' sec. p^ quaerendum erit, quod si est— 1, 
habebilur gf~*=l (mod./?*). 

Exempl 1. Pro modulo 13 est 2 radix primitiya; residua potestatum 

ipiius 2 sec 13' = 169, usque ad 2^^'^ sunt baec: 2^ 4, 8, 16, 32^ 64, ex 
quo 2 radix primit mod. 169« 

ExempL ^ Pro modulo 5 est .7 Tadix priroitiva; residua potestatum 
ipsiuis 7 sec. 5^ = 25 sunt 7.24, unde 7+5A, quae forma numeros involvit 
12, 17, 22, radix primit mod. 25. 

§ «. 

Radix primitica quaecunque moduU p' est radix primhioa cujusQis 
allioris ipsius p potestatis. 

Nam quum g'^* — 1 per j? non divisibilis sit, ex §. 3. g ad exponentem 
(/? — l)/'""* pertinet sec. mod. je?", unde bujus moduU radix primitiva est 

Alias duas demonstrationes IlL Jacobi vid. in Can., Arithnu Introd. 
p. XXXV.— XXXVll. 

Vica versa quaecunque radix primitiva moduli p', iiÄ/ n>2, est 
radix primitiva moduli p\ (§• 4.) 

§• a 

Ex antecedentibus patet, moduli p* semper exstare radicem primitivam. 
Quod quidem etiam pro modulo 2/?" ?alere, ita patet: . 

Posito ^ ^ 1 (mod.2), simulque or^^^mod./?")^ denotante g radicem primi* 

tivam moduli /?", erit x^^^^ ^1 (mod./»") atqoe ^l(mod. 2), uode d?^*^ 
^l(mod.2/7"). Quodsi x pertinerel ad exponentem r sec 2/»", ubi r< 
(p'^l)p'^\ esset x^^l(mod.p''X neque pertineret x ad e3ipoaenteiiii(;?~l)/>*~* 
sec. ^", contra supp., ergo x est radix primit mod. 2p\ 



Quaeque igüur radix primäka impar mod. p" est radiv primitwa 
mod. 2p*. 

§. 9. 
QooniaiQ pro madalk^p^.vel 2/>* radicis {mmilivae g periodus 

omnes numerus ad modulum primos eoque minores complectitur, numerus 
quicunqtte ä.ad expotientem / perriheds, q[ai est dtvisor numeri (j}-^l)p^\ 
poteMati alicui ipsius g congruus fiet. Cujus potestati^ exponens (Index nu- 
meri ä) facile determinatur adjumento prop. sequentis:^ 

Denotante g radicem prünitifam moduli p* p^/'2p*, atque a numerum 
€id t pnmum, potestas 

■ . ■ » . 

i^el ejus residuum minimum ad exponerüem t pertmebit sec. mod. prop. 

Demonstratio. 

Positp brev. gratia (j> — 1)/?""* = x>, est g^^l^ ergo v^"'T^ ^ 1 
(mod. ^" vel 2/?"). Quodsi protestas nostra ad minorem ^xp. r pertineret; 

GavVr av 

t) Tszgr ^\. Metiretur 

igitur *v numerum y* ^^S^ esset j integer quo facto a et f nod essent 



primi inter se. Ergo f ^ ad exponentem t revera pertinet 

Est igitur Ind assy; hoc modo tabula iodicum numerus ad exp^ t 

pertinens facillime invenitur. 

§. 10. 
Vice ^ersa (pucunque numerus ä ad exponentem t pertinens sec mod. 

p* pel 2p", potestati f^ congr^ms ßeri debet\ ita ut a ad t sä primus. 

Quura a potestati alici|i ipsius^ congruus fieri debea^ pooatur^/i»Ba^ 
linde ^/S'^l, quare ßt multiplum ipsius \). Atqui,/ metitur 'v, vel est ^ 

=s± t^, ergo ^ i« e. ^ numerus integer a, Tel ßtnaftsz -y . Sed a ad t 

primus est; nam si a et < divisörem comm. maximam & habetent» esset ß 

a i ' < I 

= ^ v: -^^ pertineretque (§• 9.) a ad exponentem ^, cpnln supp. 

84* 
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§. 11. 

Gorolldrium. 
Ex §§. 9./ 10. sequitur, ad exponentem t scc. mod. />* vel 2/i" tot 
numeros pertinere, quot sint ad t pririii eoqoe idferiores vbl tft 

§ 12. 

Quum ex $. 9. potestas g* ad exponentem / pertineat, sequjtur« po- 
testatem cf ad eundem exponentem pertinere, ad quem a^ denotapte k nu- 
merum ad hunc exponenteni primum. 

Itaque omnes numeri ad exponentem t pertinentes sea mod. /i" vel 2/?", 
residuis potestatum exhibentur t' 

a*', a*», a\ ... aV, 
ubi sunt A-,, /tj, Arg, . • . k^ omnes numeri ad / primi eoque inferiores, atque 
a numerus quicunque ad t pertinens. 

§, 13. 

Si quaeritur exponens, ad quetoi num. prop. a sec« p* vel 2pr pertineat, 
ita oportet concludi: 

Est a'=l (mod. />* vel ?/i"), ergo / Ind ö^O(mod. a;), yd ^ nu- 
merus integer. Quodsi est & divisor comm. maximus numerorpm v^ Ind a, 
ent — — : ;^ mteger, ideoque / : qt mteger^ utique iiat / mmimus : / =: ^ . 

Irwenitur igäur ectponens^ ad quem a pertinetj si numerus x> = (p — !)/>•"' 
dmdatut per difisorem commünem maximum numerorum Ind a, 'v. 



II, De modale 2", nbi ii>2. 

Theöriam modull 2" egregie jam exposuerunt Gauss in Disq. Arithm. 
(Sect. I. p. 88., 89.) et Jacohi in Cari. Arithm. (Introd. p. XKXVII. sqq.), 
quare banc mäteriam breviter modo perstringani. ' ' 

Notum est, quemcunque numeriun imparem a ad Exponenten] pertihere 
sec. mod. 2", qui est potestas numeri 2 ipso 2*^' non major ; scilicet numerus 
a ad formam redactus 2'"A=i=l, ita ut sit m>2 atque h impar, semper ad 
exponentem 2"^ pertinet, excepto casu, in quo a = 2"— 1, qui numerus ad 
exponentem 2 pertinet. 



.21. Jsmü, ntna meih. dei. wmU. ratL tmgr. x'^l imod. M). 



265 



Oiiines igitur numeri ad exponentem 2'"''^ pertineiites ex forma petuntur 
S^A± 1, vel ex hac 2~dbl + 2***"*Ar, ubi h impar, ipso 2"""'— 1 noo major, 
k numerus quicunque situs inier et 2*""^* — 1, ipsis limitibus inclusis. 

^0aque üd exponeniem t=:2r* totidem numeri periment, excepto 
casu, m quo t == 2; numeri erum ad t = 2 pertinerUes sunt tresj nempe 
2r~* — 1, 2'"* + 1 et 2' — 1 . Horum numerorum dimidia parsformas inpobit 
4h '+^ly reliqui sunt /ormae 4h— 1. 

§. 14. 

Numeri ad exponentem ^.:=2i*~" pertinentes sec mod, 2*^ duahus 

periodis exhibentur. Etenim simili modo, ut $. 12., probatur, potestatum 

residiia ' 

a\ a^, ö*, o^, . . . a'"\ 

quorum multitudo |/, ad eundem exponentem pertinere, ad quem a pertineat. 
Quodsi a formae est 2"*/k+l, ejusdem formae eruht residua, quae dixi. 

Jam Sit b numerus ad t pertinens formae alterius2rÄ — 1, involvetque 
periodus 

Ä, b\ b\ b\ ... b'-\ . 

denuo §/ numeros formae 2"*^— 1 ad eundem exponentem / pertinentes. 

Quum jam multitudo numerorum ad / pertinentium sit t (casum / =s 2 
exchidimu^); hoc ipsos ambae illae periodi exhauriunt. 



III. Solutio congrnentiae 

^ = l(lBOd.Jf) 

ubi M = ]P Tel 2/1" rel 2" (ii>2). 
(A) Sit mödulus /?" vel 2/>*. 
Radix quaecuoque w congrnentiae o?' ^ 1 (mod. /?" vel 2/?*) ad expo- 
nentem pertinere deoet, qui numeros //(/> — !)/>*"* simul m'etiatur, unde hie 
exponens divisorem oommMnem maximum numerorum /, {p — 1 )/»'*"*, quem 
per 6 designemus, metietur. 

Quodsf omoes divisores ipsius d, unitude et 6 non exciusis, sunt hi 

..'. -Z \ / • . ^' ^' y^ ^"^ ^*^.:. . 

omnes congruentiae propositae r^ces p^ftingi; pertineb^nt ad exponentem r. 
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partiRi ad y, partjin ad 7^\ etc. Ad aponentem r antem perdnent g^r nu- 
meri, ad r^ pertinent 97^ jfiumeri/«ic* ergo' tauhitndo i^dicom est - 

9r + ^r' + gjr" + yr^^ -4- etc. 
i. e. d sec theorema satis notam, cujus iraperrime in boc Diaiio dd||i6nstra- 
tionem dedi. 

Ex praecedeotibus patet, onmes congruentiae ^''^1 (tm>d. j»* veI-2/7"^) 
radices methodo certa inveniri posse, st modo radix prmiitiTä modiiK p 
cognita sit. 

Ceterum ex congruentia a;'^l(inod. /?" vel2/7") est t Ind. 07^0 [mod. 
(j9.^1)^"-->]. Quando igitur tf ifivisor coirnn, maximus nuroeroriim f, ()»^— 1)/7*~^ 
habetur 

tad.x«^?^i^\ 2.^^=:^, 3.^^r:^\ etc., ^.fcÖET!. 

Eccempl.^ Pro c^~l (mod- 125) habetur 6 = 10, (p— l>>'^^,f?= lOjpt ei^o 
lud ^ s 10, 2Q, 30, 40, SO, 60. 70, 80, 90, 100. 
a; = 24, 76, 74, 26, 124, 101. 49. 61, 99, 1, 

vid. Tabulas Can. Ärithm. p. 224. 

Ad inveniendum numerum, qui ad exponentem / pertineat, sufKcit ipsum / 
in factores primos A^B^C^ etc. resolvere, atque numen» qaaerere aid expo- 
tientes jt^ JB^, CT, etc* pertinentes. 

Denotante enim a nuoieruni ad A^^ b pumerum ad B^» c mxm. 9AQ 
pertinentem etc.. notum est. productum abc etc. ad exponentem Al^O 
etc. pertinere. 

Numerus ad exponentem A pertinens inveniri potest hac propositione. 
quam verum esse facile perspicitnr: 

Quando a cui exponentem Apertinet, numerus x, congruentia deter- 
minatus 

x^"~'=a (mod. p" vel 2 p"), 
ad exponentem A" pertinet 

Hie X reperitur congruentia primi gradus A^^ Ind. o; nitida [mod. 

(B) Sit modulus 2r, ubi n>2. 

Radix quaecunque a congruentiae a;'^l (mod. 2^ ad exponentem per- 
tinere debet. qui numeros /, 2*^* simul metiatur, unde hie expohens divisorem 
comm. maximum numerorum f, 2""*, quem per 2^ designemus. metietur. 

Omnes igitur congruentiae prop. radices «d etponentes " ' 
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1, 2, 2\ 2», ... 2* 

pertinebant. 

In Universum autem ad exponentem 2^, ubi & ab 1 diversus, 2^ numeri 
pertineot, ad eiponenlem 2 tres numeri .($• id. JI.)» ergo multitudo omnium 
radicum est 

I+3 + 2* + 2* + 2*+...-h2^=:2*^V 

guare multüudo radicum congruentiM t*^ 1 {mod. 2*) est alterum tantum 
di^isore comm, max. nwnerorwn t; 2i^. 

Excipiendus est casus, in quo t impat; tum enan una sdummodo 
radix exstat 1. 

Quoniam ad exponentem 2^ pertanet numerus 2"""'^=f 1 + 2*~^"*^*ä: ubi 
ftcrescat inde abO usque ad 2^~^«-l, hafte methodum habemus radices inveniendi : 
!. Denotante^ diworem maximum humerorum t» 2^'» determineniur 

omnes polares numeri 

2-^=Fl + 2-*+'k 

inde ab ^ ^= 2 usque ad &s=:6, et pro quoque volare ponantur pro k 
orrmes iniegri inde ab usque nd TS^'^-^l» ReUquoe radices erunt 1, 
2"-V-r-l, 2-' + l, 2--!. 

^ Exemply. Sit / = 24, /»=5; eritrfÄS. 

Valores numeri ( i?^ = 2 hi 8=f1, 8:^1+16, 

2-^=t=l + 2"-^+^^ '""* '^^'^ * = 3 hiizfzl, 4=f1+«, 4=f1+16, 4=f1+24, 

unde omnes radices congruentiae 

a^=l(moä.V) 
sunt hae: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31. 



iv. 

Omnes radices congruentiae 

a:'=l(mod.;>"vel2/?») 

una periodo radicis cujusdam exhibentur. 

Denotanle enim o» radicem ad exponentem 6 pertinentem, ubi rf divisor 
communis maximus numerorum /, />"~*(/> — 1), residua potestatum 

erunt radices congruentiae propositae diversae. 
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Radices vero congraeiiti9^ 

a:'=l(moi2") 
duabus periodis exhibentur« 

Denotante enim ca radicem ad exponentem 2^ pertihentem^ nbi 2^ divisor 
communis maximus jiumerprum t, 2"~~^ residua potestatum 

lU« öl*, öl*« .•• Oi^ 

erunt radices congruentiae prop. diversae .wv » . .* .\ 

Altera pars radicum est {., ^ 

Nullum enim tenninum secundae seriei ailicui primae congrauiri 'före'ifa patet: 

Si esset w^=—fti^ atque X/>ia, haberetor «^+0/^=0, Tel 6i^(ft?"**^+l) 

=0(mod.2"), ideoque a^-^s— 1 (rood.»*), «*^^>sl. Ex quo 2(^-.^) mul- 

tipiiim ipsius 2^ \—fi multiplum ipsius 2*"^ atqui X/— /x <:2', ergoXH*^/«i=:2l***. 

Jam vero potestas «* formam habet 2'"Ä+1, qua re esset 2"*^ + != — 1, 
vcl 2rh + 2=0 (mod. 2"), 2"^'Ä +1 = (mod 2"-'). q- e- d. Quando X. < /x, 
demonstratio eadem est. Si denique «^ = — ai^, est 2a)^ =0(mod. 2"^), «*^0 
(mod. 2""^), q. e. d. Ergo duobus Ulis periodis revera radices omnes exbabelMcir. 
Exempl. Pro a;^^l(möd. 82) est rf — 2. Ad ekpötiehM^iti^' per- 
tinet 7, unde radices sunt . h ' ^ 

1. 17. 23. 1 ; (. 

25. 15. 9. 31. 

Scribebam Sundiae 27. M. Apr. 1845. 
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22. 

Gnmdzfige einer aQgemeinen Theorie der 
hohem Coiignieiizen^ deren Blodnl eine reelle 

Primzahl ist 

CVon. Herrn Oberieiirar SohOnmmm am Gymnasio «a BruM^t^wg a..4l,H.) 



Vorwort. 



Der erste Theil der fialgeudeii Abhandlung erschien znerat in dcml 
Programm des Brandenbuif^schen Gymnasiums von Ostern 1844. Bis in£ 
wenige Veränderungen ist er hiet wörtlich abgedruckt. Dem Vorworte |enir 
Abbandhing erlaube ich mir das Folgende zu entnehmen : ' 

^Die Veranlassung zur folgenden Untersuchung fand ich schon tot 
iSngerer Zeit in dem AufEnden des Satzes: dass die <jrleidi«ng für die ptea 
Potenzen der Wurzeln einer Glnchung, deren Co£fiicitaten ganze Zahleni 
sind, mit -der ursprünglichen Gleichung in ihren < entsprechenden Ciolfficictofien 
nach dem Modul p congruent sei, wenn p eine Primzahl ist« Obschon dieser 
Satz nach einer Seite hin eine bedeutende Verallgeineinerung des bekannten 
jFVrmo/'scben Satzes ist, so erkannte ich doch bald, dass er in dieser Gestalt 
unvollendet sei. Er lässt sich nämlich nur als eine Verallgemeinerung des 
Satzes ansehen, dass if=a(mod.p) sei, wenn a irgend eine Zahl und p eine 
Primzahl bedeutet, nicht aber als eine Verallgemeinerung des Satzes, dass if^^ 
=l(mod./7) sei, wenn a eine Zahl bedeutet, die nicht O^(jnod.p) ist Da 
der JFVrma/'sche Satz nun aber vorzuglich nur in der letzten Form fruchtbar 
ist, so bemühte ich mich, jenen allgemeiaen Satz auf eine ähnliche Form 
zurückzuführen. Dies erreichte ich zwar bald, aber bloss von einigen Einzeln* 
heiten geleitet. Der Beweis fiir die Allgemeinheit des Salzes schied mir bei 
dem W^enigeni was wir voti der Forin der WtsnfAn einer Gleichung wis- 
sen» nlrit sehr grossen Schwierigkeiten verbunden. Hieiisu kam, dtt^ Proberedi-» 
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nungen \regen zu grosser Weidäuftigkeit fast unmöglich wurden. Ich ver- 
suchte daher neuerdings, sobald es meine Zeit gestattete, auf rein speculativem 
Wege, wenn es möglich wäre, den .Beweis zu finden. Dies ist mir auf 
eine . mich überraschend eit^fache Weise gelungen. Es haben sich aber 
hierb|^^|lp älis^ip^^^fil^ilig^fS^^ djdj|b|^Ji^pj^^ 

gn^zen ergeben, dass^ic^pin denselben die Grundzüge jeiner^ allgemeio^a 
i4Ö;r der Ö^Ägltjete^öi hiSh^^^ d^^^^Jl^^lÄ'^ 

ist, erblicke. Der Hauptsatz Jtisht wdltfyiiAitdMM'^hen Satze auf der einen 
Seite und mit der Gauss'schen Methode der Kreistheilung auf der andern Seite 
in dem engsteil S5o!^anmienhaifge.' ' Aus darnsdbM geht sfctlg^ich beiirot, dass 
sich alle Congruenzen gewissermassen auf reine reduciren lassen. 

Der berühmte Verfasser der Distfuisäiones Arühmeiicae hatte für den 
achten Abschnitt seines Werks eine allgemeine Theorie der hohem Congrur 
enzen bestimmt. Da indessen dieser achte Abschnitt nicht erschienen, und auch, 
so viel ich weiss, über diesen Gegenstand sonst nichts von dem Herrn Verfasser 
bekannt gemacht oder nur beistimnit angedeutet, worden ist (denn dies Unter- 
sbchuni^en über imaginSre Moduln gehören in em anderes .Gebiet),, so > wage 
idi nicht, zu entadieiden, ob «isiid wie i weit' cUevdrfiegeiide: Arbeit init dea 
Untersuchungen des berühmten Meisters in Berührung atebe;^ SoBle.:i<^ 
vieHeidit- iBum' Theil^denaelben Sat^nnbetne Forschung gewidmet hilien, wie 
der ^efsinfuge Begründer der Lehre von denrCbogruenzenv so tniKde>nm& 
uberidie' Einbussäder ersten Euäleckung das Bewosstsdn schadlos »hallen, auf 
sriitaistiMs£gdmiVVege mit^dem:Strd)en eines' sicJchen Geistes^ Bpsamnengetro(|cfi 

ZQ^sein/^ •■! ■ l* ■ .'^\\^^.^., •'.-.;•••..• ,. ■ \r' - ■/; li • ^ • 

' firanrfenburg a. d: H., den 1«. Febfuär 1845.' '* : ^ 

') I..,,. , V V. ;, >• Schönemann. 
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■§,,1.. • • 

Zu /den eiqfachsten; Gattungcin' syitometrischer. Functionen gegebener 
Grüsseo: ; gehören diejepigen , welche ; au5 j einfe.elpen Prpductep gliioh: iuAer 
Pot^O^^Miieoer GrÖ4$en zusamp^pge^eizt sind»/ Ist die» Anzahl i^^ei^ifegdUeo^ 
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GWissen n, und entfaäh jedes einsekie Pr^dact m' solcher Grossen in der Potenz 
•t; SO' bildet man die betreffende synimelrische Functton, indem man die gege- 
iienen n Grössen zu je m combinirt, jede der erhaltenen Cornplezioneh in 
die zie Potenz erhebt und dann Alles - addirt» Symmetrisiche Functionen 
dieser Gattung sollen einfaehe faeissen und durch Klammern bezeichnet wer- 
den, in welchen der Exponent mnial geschrieben steht Sind also a^ß^ y 
und 4 die gegebenen /»Grössen, so würde a?/S^ + a'y+ a^d^'+/8*'/ + /S^<J® 
H-y^4^ eine einfache symmetrische Function sein und durch [3,8] bezeichnet 
•werden^ ■ 

Es^ist nun gezeigt worden (S; meine Abhandhing^^iiber' sjfmmetrisdie 
Functiidhen etc. im 19. Bande, dieses JoumaU^ Seite 1B33~ 285.): 

1) Dass sich jede symmetrische ganze Ftoction von* n Grossen als* etne 
ganze, in ganzen Zjahlen* ausgedruckte Function gewisser einfacher 
Functionen dieser n Grössen darstellen lasse; 
2) Dass alle syrnvoetrische Functionen der Wurzeln einer Gleichung 
ganze rationale und 'in ganzen Zahlen ausgedrüdbte' Functionen der 
Goefficienten dieser Gleichung sind; und dass daher 
vS) Alle symmetrische Jhmctionen der Wurzeln einer Gleichung» deren 
«^ GoSfficienten ganze Zahlen sind, selbst ganze Zahlen sein müssen« 

.• ......" .§.% 

Lehrsatz. Die symmetrischen Functionen sämmtlicher Wurzeln einer 
Gleichung, ausser einer, lassen sich als ganze, in ganzen Zahlen ausgedrückte 
Functionen jener einen und der Colffiidenten der Gleichung darstellen. 

Beppeis. Es seien aj"-l- ö,<r^^ + . . . a" saa die Gleichung und Oj, 
o, ••• ^ die Wurzeln derselben/ so ist nach der obigen Bezeichnung^* wenn 
man diese Wurzeln selbst aU Elemente ^on symmetrischen ^Functionen ansieht, 
[l] ss^'^ Ol, [11] =;iihi [lll] ^= —-^ay elc. Setzt man nun- ot), oj, ... o» als 
Elemente von symmetrischen Functionen, so mögen diese' zum Unterschiede 
von. jenen durch' einen hinzugefügten Index bezeichnet werden, so dass also 
[l]iSoa2 + a^+ ... + aw,|llj,s=xa,c%+a^a^+ .,. +drÄ-.i^iietc^' ist. Offen-' 
bar ist nun [1] = «i + [l]i, [111= «i [1], + [ll]i/ [Hl}« ^i [llj, 
+ [Hill, [1111] = ee, {lilihH. [Uli], etc. Hieraus folgt-»- «i « «i +[l]i, 
^ih^ai [ll + [n]^, -4,««i[il]i+{lll]i, Od^ct, [111], + [1111}| etc. 
und hieraus [l]i «•*-(«,+ a,), '[ll]i = fli + Otcti+ä^^ [111] ä — (^-f-Ofa^ 
^äicc^'^c^^ [IUI} »£i4 4='4,«i H-üji«!*-*- diai^-4- o,*- und- im- AUge- 

35» 
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nieben die Summe der CombinatiooeQ zu f?i£lemeQten voo 04, 09 ..• o^ gleich 
(— !)"• (a^ (+• Oj,^ % + a,^^ Ol* + . .. x^a^^^ + a,*). Da quo alle symmetri- 
schen ganzen Functionen von €4, o,^ ... o» sich nach $« 1. als ganze^ in ganzen 
Zahlen ausgedruckte Functionen von []]i, [ll]i, [lll}i etc. darstdien las- 
sen, und diese ebenfalls ganze Functionen von Oi und den Coefficienten der 
Gleichung sipd, so folgt, dass die symmetrischen Functionen von O), o,, ... o^ 
sich ebenfalls als ganze, in ganzen Zahlen ausgedrückte Functionen von öi und 
den G)efficienten der Gleichung darstellen lassen. 

Es ist übrigens leicht zu sehen, dass man obige Entwickelungen auch 
aus der Division von a;*+aia^^+ ••• + a»4urch x^-^a, hätte ableiten können. 

Anmerktmg^ Die Gleichung für %, o, •«. o» wird öfTeAbar folgende 
sein: a;^*+<fli + a,)a7""'+.(a2 + ai a, + öi*)a;'^^+ ••• 

Setzt man voraus, dass diese Gleichung für w^^cc^ realisirt wird^ so findet 
man, wenn man a^ statt x. setzt und nach oi oirdnet: 

i»ai"^* + (#»— l)fljai*^ + (»— 2)at«i"" ' + ... On^izszO. 
Hieraus folget leicht, dass, wenn die Crleichung a^+Oi sf^^ + ... + o. = 
zwei gleiche Wurzeln Oj haben soll, sie eben diese Wurzel mit der Gleichung 
noT' + (/i — l)öi o;^* + (w — 2)0,0;^* + . . . + a""' =0 gemeinschafdich 
haben rnuss. Dieser Satz wird fast in allen Lehrbüchern aus der Differential- 
Rechnung abgeleitet; welches aber offenbar nicht naturgemäss ist. 

$. 3- 

EfUärung und Lehrsatz. Eine ganze rationale Function von o?, deren 
Coefficienten rationale Zahlen sind, soll irreductibel heissen, wenn. sie sich 
nicht in zwei Factoreo zerfallen lässt^ deren jeder wieder eine ähnliche Function 
von X von einem niedrigeren Grade als die ursprüngliche ist 

Setzt man eine irreductible Function von x gleich 0, so soll diese Glei- 
clnrng ebenfalls irreductibel heissen. 

Eine irreductible Gleichung kann mit einer andern, deren Coeflidenten 
ebenfalls rationale Zahlen sind, keine Wurzel gemeinschaftlich haben, ohne alle 
Wurzeln mit ihr gemeinschaftlich zu haben. 

Beweis. Gesetzt /x =: sei eine irreductible Gleichung, so ist zu» 

nädist ZQ zeigen, dass, wenn 9)07 = eine Gleichung von einem niedrigeren 

Grade ab /x = bedeutet, deren Coefficienten ebenfalls rationale Zahlen sind^ 

/x und ^x keine Wurzel gemeinschaftlich haben können. Unter dieser Vop» 
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aü$setzuDg miisste sich nämlich eio gemeinschaftlicher algebraischer Theilei> 
dessen Co^jlidenten ratioiiale Zahlea.sind^ nach der Methode, den grossten 
algebraischen Theiler zweier Functionen zu finden, zwischen tpxunAfx auf- 
stellen lassen. Da aber fx überhaupt keinen solchen Theiler zulassen kann, 
SD. ist die erste Voraussetzung nicht statthaft Gesetzt nun, tpx sei von glei^ 
<diem oder höherem Grade wie fx^ so bringe man 90? durch algebraische Divi- 
sion mit/o? auf die Form Jx.Qx^t* Rx, wo Qx den algebraischoi Quo- 
tienten und Jttx den Rest angiebt, welchen tpx bei der Division durch /x 
erzeugt Hätte nun fpx oder/x.Qx + Ax eine gemeinschaftliche Wurzel 
mtJXf so miisste auch .fid^ dieselbe haben. Da aber Ma^ von einem niedri- 
geren Grade als yo;. ist» so geht dies nicht an; dem eben Bewiesenen zufolge. 
Es kann mithin unter der geroachten Voraussetzung gar kein ü^r existiren, 
oder es muss sich tpx ohne Rest durch y^ theilen lassen. Die Gleichung 
9)0? IS enthält mithin sänmitlidie Wurzeln der Gleichung yor ss 0. 

Zusatz. Aus der Anmericung in $.2. ergiebt sich leich^ dass die Glei-* 
chung/o? ^^ nicht zwei gleiche Wurzeln haben kann. 

Anmerkung. Die in diesem $. entwickelten ^tze gebühren dem be- 
rühmten Abel. Vergl. dieses Journal Tom. IV. Seite 131. 

• §.4.. 

Lehrsatz. Ist die. Gleichung yVi? 2::^ irreductibeK und sind a^ or,^ 
... ön die Wurzeln dieser Gleichung^ so sind, die Werthe irgend einer ra- 
tionalen Function von x, deren G>efBcienten rationale Zahlen sind,, wenn man 
in dieselbe nach der Reihe a^ G4, ... o» statt x setzte die Wurzeln einer 
irreductibeln Gleichung. 

Becpeis. Bezeichnet man die rationale Function von x durch (px, sa 
werden 9 Ol, 9) GTa» •••9»^ von der Gleichung (x— g)Cfi)(z — y«,) ... 
(fi — tpa^ssi) abbangen. Offenbar werden die Giefßdenten dieser Gleichung 
symihetrischie Functionen von ccg^ ol^, ... a, sein, und sich mithin durch Coef» 
fidenten yonfx rational darstellen lassen. Da diese Coeffidentcn selbst aber 
rationale Zahlen sind, so werden die G>effidenten von (2 — 904) (2-^9)0,) ... 
(£ — tfo^ ebenfalls rationale Zahlen sein. Setzt man nun (2 — 9^1) (2 — ^fir,) 
... (£— 9cr„) = jPz, so ist zu zeigen, dass Fz die Potenz eines irreductibeln 
Ausdrucks sei. Gesetzt Fz sei dem Product zweier in rationalen Zahlen 
ausgedrückten Functionen von niedrigerem Grade als dem nten gleich, so kann 
man die eine derselben , welche mit dz bezeichnet werden soll, als die Potenz 
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einer irreductiheln Function von z ansebcn, die mit dem andern Factor d|C 
keinen algebraischen Divisor miehr ^rodnsdiafdicfa hat. Da mm Dz = dzd^z 
ist, so müssen die Wurzehi der Gleichungen dzsaO und c^zaxO in ^Oj, 
903, ... 90^ enthalten 'seinl Setzt man in die beiden Gleichungen dz=sü 
und d^z=:7 statt z seinen Ausdruck in cc, namUch 9^, so mrässen* die Glei- 
chung«! dtpwscO und di(pa;^=:0 mit der Gleichung /"rr es ^vrisse Wur- 
zeln gemeinschaftlich haben. Deshalb muss aber /"o? sowohl ein Üadbor von 
dqkv als von ditpw sdn (§, 3.). Offenbar hatten abo die Gleidiungen dz^assO 
und diZ^.O die Wurzeln 9061, 903, ... 90^ gemeinschaftlich. Senat man 
nun dz den irreducdbeln Ausdruck von z, von welchem iEs Potenz ist; so müssen 
auch die Gleidiungen €2e nsO nond' 1^2=0 die'Wurztln ^^^i^ -g»^-» v.f 90^ 
gemeinschaftlich' haben. Mithin müssten: auch cfs imd 'fi^2< diisse Wui^eln 
gemeinschaftlich haben. Dann wurde aber folgen^ däss d^ ebenfalls ein Factor 
von diz sein müsse; Dies ist gegen die Yorausaetacungl Es tedss^ mithin Fz 
allein durch dz, welches eine Potenz des.irrddiictibelD Factors dz ist> darge- 
stellt werden, und mithin hängen r die Werthe; ^oi, q>d^ ... 9<x^ allein von 
der irreduclibelh Gleichung Sz^ssQt^b: « '- 

$ 5 • 

Erklärung und Lehrsatz. Islfx = eine Gleichung vom nten Grade, 
deren Wurzeln ai, C4y..'ya^ sind, und 9>a:=:0 eine Gleichung vom mten 
Grade, deren Wurzeln /?i, ß^, ... ß^ sind, so soll das Prodoct //?i, /^, . . . fß^ 
die NcMrm von /in Bezugs auf 9 heissen und durch JV^ oder j¥{/ )• «be- 
zeithnet werden. * Da Nf eine- symmetrische Function der Wurzeln ir<m tpx^=^Ö 
ist, so lässt es sich durch die Coefficienten dieser Gleiditmg'xind dtitch gan^e 
Zählen ausdrucken ($.!.)• ' 

Sind die Coefficienten der höchsten Potenzen Von y^? und ya? gleich' 1, 
so ist die Norm von y in Bezug auf 9 gleich der Norm von y *ln' Btezug~aüf 
/*, positiv oder negativ genommen, je nachdem n.mgci^de oder ungerade ist, 
öder, in allgemeinen Zeichen, .rt^^ ==i7f9^(— \''"^ • > • « 

Beweis, Da a^, Oj, . . . a„ die Wurzeln vbq ^0?== 6' pnd^^jIS^^^^ 
• .. ß^ die Wurzeln von 90: ==0 sind/ so kann* man jT^ = (i?— Oi) (x-^oj 
.V. (o: — o^) ynd 9^ =? (^— A) (x — /Sj) . . . (;^ — /3 J setzep. plfeiiba^p 
ist nun ^ . i / . . . 
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Veiigrieid^t irträti di^ In ehi6r Korisönti^efla 'R«ihe ^dieüifeft ^abtoren des 
Products mit den in einer yertiiialta Reihe! 'steUifetideh des andefnl so findet 
sicli,' dlss die dnen'die negkiiV6n Werthe^'d^ hlems folgt 

der Satz unrnitt^lbar. ' ' 

$• 6. 
»:• l4hr,s€tta hl /o? ?x eine irrediiQtibek.Oleichuti^ und ^xz^M eine 
Gleichung» deren Coeffidenten rationak ZaUrii sind, so ist /^r ein algebraischer, 
Divisor von yrr, wenn Nf =^0 ist . 

Beifms. Offenbar kann it^mir dann gleich werden, wenn die 
6Ieichui^elk'^/A^«S;<^'tind*9^äO eine gleiche Wurzel haben; aUdann ist 
abery^cp-^ein'ttlgebrai^^ Divisor von gjo? (§.'3.). 



^frm eimfir ,qj(lgemement Theorie der höhern Cofir 

.v.gntmixenj deren Modul eine reelle FrimfxaM ieU 



. - : . JStkiänmjgem : Eine > rationale ganee Fvnction • von* orj i in welebär • diese 
Grü^. bis zum Ti^^ten, Grade steigt nod deren GoefBdentaa ganze Zahirä .. sind!,' 
wird, in Folgendem sdilechtweg ein Ausdruck rom nten Gradegtnanät werben. 
Zw^i .sokbe Ausdrücke wevden femer nach dim Prinmfal^ ciuigruent.faeissen,. 
wenn; die rCoefBcieoibcQ der: entsprechenden Potenien^^von w in beiden »nadt 
dm» BlIod||l/7.congruent' sind, und sie sollen fbrtw abebfalls durch dasiZeichea 
^ veribunden werden, so dass also 
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nichts weiter heisst, als dass o^s&o» ^se^i» ^=£9 ... On^bn in B«Kug auf 
den Modul p ist 

Ein solcher Ausdrack iifird ein einfacher genannt wenn der Coeffident 
der höchsten Potenz von x gleich 1, und ein vielfacher, wenn derselbe, weder 1 
noch ein Vielfaches von p istj dagegen ein Ausdruck , in welchem der Coeffi- 
cient der höchsten Potenz von x^ nebst mehreren der folgenden« ein Yielfiichea 
von p ist y nach der Natur. des Gegenstandes der folgenden Untersuchung dem- 
jenigen niedrigeren Grade beigesellt wird, wdicher die, höchste Potei^ vop.or 
^angid^t,,der(^ GoefBdent nicht mif p aufgeht:..,. .> .r i- 

jSietz^ man eipisn Ausdruck gleicliO» so sollen die, Wuizela.jd^cfaieraas 
hervorgehenden Gleichung auch Wurzeln des Ausdrucks heipseo« ,. .,, 

$.2. 

Lehfsatst. Jeder vielfache Anadmck von x ist einem einfädiefti Aikdrucke 
desselben Grades, multij^cirt in den Cbifffidenten der höchsten Pötene von xr, 
nach irgend einem Modul p congruent. ' ' 

Beweis. Es sei der vielfache AnsdaVck von x, •a#a^Hkc2ia^'^^*4^... +tfnf 
so ergiebt sich, wenn man oi, a^, .., q^ durch die Coagmefjt^ej^.aBai.m^ 
(mod.p)f €hPh^02(mod.p) ... aoa"=(mod.;') bestimmt (^^7»; EitaJ.)*, data ihaf^ 
+ Ol af^^ + . . . + ö„= flo 1^" + ^1 ^""* + . . . a:,| (mod.^) sei. Hierdurch ist der 
Satz bewiesen. 

Zusatz. Wenn mehrere der ersten Coeffidenten a^f a^ a^ etc. hinter 
einander ^ (jnod.p) sind, nicht aber der ganze Ausdruck =0(mod./?) ist, so ist 
er wiederum congruent dem Product des Coeffidenten der hSchaiten Potenz Von 
X, der nicht »0 (mod.p) ist, in einen einfachen Ausdmck ^essdbM« ^rades. 

§. 3. 
Erklärungen. Ist es möglich, ein Product zweier Ausdrucke aufzu- 
stellen (von denen aber keiner «inem niedrigeren Grade ab dem irrsten ange- 
bort), das dncm: gegebenen Ausdrucke nadi dem Modiil>/i congnvent^wifd» so 
soll )eder der Factoren em Factor oder ein Dioisor des gegeber$en^AusdtudtM 
in Bezug auf den Modul ^, oder, wenn keine ZwddeuligkeittgRiiMiBfckteli 
ist, bloss ein Factor oder Divisor desselben heissen. Sind )Me FVidtoren ^fiidie 
AusdriidiLe, so sollen sie einfache Factoren oder Divisowefi^'ie^^fi/^^enmk 
Ausdrucks genannt werden. y.r.iVM: i.jl?ii»:'- ■ 
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Ein Ausdniek'VdOi^ten Grade, der keinen DiVisor hat, soll ein irreduc- 
tßkr Ausdfuck pom^wien Grade heimsen. 

Ist also 00^7^+0^«*^* + ,.. +a,s(Äoa:^ + Ä,a;'"-*+...+ÄJ(r^ 
•l*Cti^"*"*-l- ... -^c«) (röod. /?) und m<.n und m>l, so sollen Aoa?* 
+ biar^^+ ... H- Am und c^x"^ + c^x"^^^ -{- ... + c,^ Factoren oder Di- 
▼iibren"yon a^x"^ 'ir aio^"^ + ... + On heissen. Bestimmt man ferner ß^, /?,, 
... ß^ so, dass b^ar + b^ar^^+ ... + b^^ b^ (x^^ + ß^x"^"^ -^ ß^af^ -^ ... 
+ iSm) {™>d./^y ist, so Wird der einfache Ausdruck a^ + ßiaf^^+ ... ß^ ein 
einfjMrher F^etor oder Divisor von a^x^ ^ih a?*~* -I- . . . + ö» heissen. 

Zusatz. Die ofaiige G)ngruenz kann man nun offenbar als Gleichung 
auch so schreiben: äo^'+ a^af^^ + ... +a« = Ä© (^m + /?i^*^^-l- ••• +/?«) 
(rQa?""^ + r,ir"~^^ -I- ... + c„^) H-^JF^r, wo *4pk im Allgemeinen einen Aus- 
druck vom Titen Grade bedeutet. Dividirt man diese Gleichung algebraisch 
dorcb deö einfachen Ausdruck af^ + ßiX^'^ + ... + ß^^ so muss offenbar der 
Rest, welchen a^af" +'ai3^^ 4- ..♦ + ö» bei der Division giebt, gleich dem 
Reste sein , welchen pFx giebt. Die Coefficienten dieses Restes werden aber, 
wie' leicht ersichtUch, sämmtKch mit p aufgehen , mithin müssen auch die 
Goeffidenten vom Reste des gegebenen Ausdrucks durch p theilbar sein. Hat 
demnach der g^ebene Ausdruck irgend einen Divisor, so muss er auch, durch 
den einfachen Ausdruck dieses Divisors dividirt, einen Rest geben, der sO 
(niod./?) zu setzen ist. 

Die Umkefarung dieses Satzes ist, wie leicht zu sehen, ebenfalls richr 
fig, und heisst: Giebt ein Aosdnick^ durch einen zweiten algebraisch dividirt, 
einen Rest, dessen Coefficienten nach d^m Modul p congruent sind, so ist der 
zweite Ausdhick ein Divisor Aei ersten. 

$.4. 
Lehrsatz. Das Product xweier einfacticn Ausdrucke von x kann nicht 

= (mod. p) sein. * • 

Beweis. Ist del-^eine Ausdrude vom mten, der andere vom raten Grade, 
so ist offenbar das erste Glied der Entwidieluag des Products aT*^'^ und da 
der CoefBeient diese» Gliede» gleich 1 und daher nickt =0 (rood.p) ist, so darf 
der jaijw Ausdruck flicht sO (mod. p) gesetzt werden. 

■ Rgtatz, 'Mail leitet hieraus leicht den ailgeinanen Satz, ab: dass das 
Prtidi«^ tweief Ausdrücke ni(filir^ft<hiod;^) werden kann, wenn nicht einer von 
ihrtto'id(rtiod.>^)i»t ($.3.). ■ : 

Crrilei Journal f. d. «. Bd. XXM. Hell 4. 36 
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• §. 5. . -t--^.'*' •.-•.■- ■ • . 

Lehrsatz. Ist das Product eines Ausdrud^^ in dnen irredacdbäD ein- 
fachen Ausdruck dem Producte zweier andern Ausdrücke von x nacli dem 
Modul p congruent, so hat einer derselben den irreducjtibeln Ausdrack nach 
dem Modul p zum Divisor. 

Dieser Satz soll zunächst für n = 1 und n = 2 uofd dann ditith den 
Schluss von n auf /i -I- 1 allgemein bewiesen werden. 

Beweis. Is also /^ 3= 1 und ist (v+ Oi der irreduetible Factor, vom 
ersten Grade; bedeuten femer y^?, Ax und Bx Ausdrücke von x, so ist zu 
zeigen, dass, wenn J(x+ai)/x^Ax Bx(mod.p} ist, x + ai ein Factor von 
Ax oder von Bx sein müsse. Aus obiger Congruenz folgt aber> dass A^Bß^ 
fixrx^ — ai{mod.p) congrilji|||( 0, und hieraus, dd$s entweder A( — a^ o^er 
B( — ai) congruent werden müsse. Gesetzt nun ^(— ^^Zi) wäre m(mod.p)f 
so hat man AxsAx—A('^ai)(ttiod.p) : aber ^a?— .-r4(— ai) h^t offenbar die 
Wurzel — Gl und Itaher den Factor x+Oi, woraus, denn fcdgt, dasi» Ax m 
Bezug auf den Modul p den Factor x + ck habe. 

13t ferner n =s 2, so sei der irreduetible einfache Ausdruck a^ + ^ix 
+ €h und (a^+Oi x+a^/x^AxBx {med* p). Gesetzt nun Ax habe nicht 
den. Factor o^-ir ai ^+02, so muss ihn BxhabeB. Uni; dies zu . beweisien, 
nenne man den algebraischen Quotienten, den nian erhalt, w^«n ma^ Bx 
durch x^+ aiX+a2 dividirt, Qx und den Rtst ax^ß,- $0 ist J9^ = 
i^+Oi x4-ft) Qx+ax+ß. Substituirt man diesen Ausdruck in obiger Con- 
gruenz, so erhalt man (x^+Oi x+a0 {/x^^QxAt^ s (ax^ß) Ax {mod^p}- 
Es ist nun zu zeigen, dass ax+/?^0 (mbd./?) oder dass asOXnMxirjp) und 
ß=0 (mod.p) und mithin Bx= (x^-^Oj x+Os) Qx (mod. /9) s^. iWäre a 
nicht =0 (mod.p), so bestimme man ßi so, dass a(x + ß^^ax + ß (mod. p), 
und ai so, dass aui^l (mod.p) sei: alsdann erhält man offenbar aai(x^+aiX 
+ Ot) Mx s « (x + /?i) Ax (mod. p), wo Mx =^fx — Qx.Ax ist, 
und hieraus of^ (x* + Oi x + a^) Mx = (x + ßy) A^ (mod. ^). Da nun 
x^ßi ein Factor vom ersten Grade ist, so muss er nach Obigem (da x' 
-¥ Ol x + a^ als irreductibler Andruck ihn nicht enthalten /^aon) in Mx 
enthalten sein. Setzt man also Mx s (x+ßj) Q|X, ''so erih|$lt man \(€i (x, 
+ Ol x + a^) Qix — Ax I (x + ßg) s (mod. p). . Da .nun x + ßi nic^t 
s (mod p) ist, so niüsste «(x* +Mi aß + ö^) QiX — ^x^ Q (mod. f^) oder 
cr(x^ 4* €ii X «H ioi) QiX s ^ (modrp) und daher ot^-to^ a>^-fr a^^. gegen di^ 
Voraussetzung, ein Factor von Ax sein. Wäre. er ^ (q^od../?)^ fbhr Qicbt 
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ß^O, so bestimme man ßi so, dass /9/9i = 1 (mod./9) werde; alsdann leitet 
man leicht ans der obigen Omgroenz (x^+a, x+Oj) {/x — Qx.Ax)^{cex+ß) 
Ax (mod.p) die folgende ab: /Ji(x^ + «i x 4- Oj) {f^ — Q^ Ax)zbAx (mod.p) 
Hiernach wäre aber wieder x? + ßi x + öi ein Factor von Ax^ gegen die Vor- 
aussetzung. Es muss also a ^ und ß ^0 (modp) sein. 

- Wir wollen nun voraussetzen, der Satz sei bis zu dem Grade n bewie- 
sen, und zeigen, er gelle auch für den Grad /i + 1. Es sei demnach g)x ein 
irreductibler Ausdruck vom Grade n + 1 und yx/jc = AxBx (mod. p). Fer- 
ner setze raaa voraus, "Ax habe nicht den Divisor ^x, und bezeichne den alge- 
braischen Quotienten, den man erhält, wenn man Bx durch tpx dividirt, durch 
Qx, und den Rest, welcher den nten Grad nicht überschreiten kann, durch jRx, 
so hat man Bx =: (px . Qx+ Rx^ mithin q>x(Jx — AxQx) = AxRx (mod.p). 
Es ist nun zu zeigen, dass jRx~0 (mod./>) seu Wäre ßx nicht =0 (mod.p), 
so könnte man, wenn a der Factor der höchsten Potenz von jRx ist, der 
nicht =0(mod./') wird, einen einfachen Ausdruck RiX so bestimmen, dass 
Äx=ajRix(mod. /?) ist. Bestimmt nun «j ^o, dass aa^^l (mod. p), so zeigt 
sich leicht, dass aj (px(ßc — AxQx)=AxRiX (mod.p) sein müsse. Da der 
Grad von jRiX die Zahl' n nicht überschreiten kann und (px irreductibel ist, 
so muss RiX ein Factor von oti(/x — AxQx) sein. Setzt man also oc^(ßx 
— Ax .Qpc) ^=,FxR^x (mod.p, so leitet man daraus sehr leicht Äix(g)x/!)c — Ax) 
=0(mod,p) ab. Wäre nun RiX nicht e=0, so müsste es (py>/x — Ax oder 
(px.Fx=Ax (mod.p) lind daher (px gegen die Voraussetzung ein Factor von 
Ax sein. Es muss mithin Rx=0(mod.p) und q)x ein Factor von Bx sein. 

§. 6. 

Lehrsatz. Jeder Ausdruck kann nur auf eine Weise dem Product 
einfacher irreductibler Ausdrücke und eiher Zahl congruent gesetzt werden. 

Beofe/s, Bedeutet ce eine Zahl, und Ax^ Bx, Cx etc. sind einfache irreduc- 
tible Ausdrücke von x, ferner m, n^ p etc. ganze positive Exponenten^ so ist tu 
zeigen, <]ass a(Ax)^(Bxy(Cxf etc. sich nicht congruent setzen lasse einem 
Prodncte, welches aus seinen einfachen irrednctibien Factoren anders als das vor- 
liegende zusammengesetzt ist. Aus $. 5. folgt znnächst, dass jede voransge- 
selzte andere Zerfällung ebenfalls nur die einfachen irreductiblen Factoren 
Ax^ BXi Cx ttc enthaltet könne. Wollte man nun voraussetzen, irgend 
ein Factor, z. B. Aj:, könne in einer andern Potenz als in der mten vorkommen, 
so sette man a(Ax)m(Bxy(Gxy etc « Ok(Axf^(Bicy'i(Cxyi etc. und m>mi: 

36* 
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so erhält man leicht a(Axy^^i[(Ary^^(Bxf(Cxy etc. — (Bxy^(CxYi etc.] 
=0(mod.p). Da a^Axf^'^i nicht = (mod. p) sein kann, so rauss (^x)""^i 
{BxY (CxY etc. — (jßx)". (Cx/i etc. = (mod.p) und mithin (yfx)*^ und 
daher auch Aa: ein Factor von (J9x)"i (Cx/i etc. sein. Da dies sich aber durch 
§, 5. leicht als unmöglich nachweisen lässt, so muss m = mi sein. 

§7. 

Lehrsatz. Jeder Ausdruck, dessen Wurzeln, in eine bestimmte Potenz 
eines irreductibeln Ausdrucks gesetzt, dieselbe, wenn sie mit einer gewissen 
Zahl, die nicht =0(mod,p) ist, raultiplicirt wird, einem bestimmten /? fachen 
Ausdrücke der jedesmahgen Wurzel gleich machen, ist selbst eine Potenz jenes 
irreductibeln Ausdruckes in Bezug auf den Modul p. 

Beweis. Gesetzt fx sei die Potenz eines einfachen irreductibeln Aus- 
druckes, und Fx irgend ein einfacher Ausdruck, dessen Wurzela ai, a^, 
. . . a„ sind ; ferner bezeichne Nx irgend einen Ausdruck von x , und z eine 
ganze Zahl: so wäre obige Voraussetzung durch folgende Gleichungen ausge- 
drückt: zfoi^zpNoi^ -z^/cu,, =/?iVaa, ... zfa^'='pNa^. Zu beweisen ist, 
dass Fx einer Potenz desjenigen Ausdruckes congruent sei, von welchem fx 
Potenz ist. Da zfx — pNx für jede Wurzel von Fx verschwindet, so kann man 
zfx — pNx^^{x — a|) Q{x,ai) setzen, wo Q{x,ai)^ als Quotient von s^x 
— pNx durch X — o,, eine Function vom (n — l)ten Grade ist, in deren 
CoefGcienten «i eintritt Ebenso erhält man zfx — pNx = (o? — «0 Q {x, «j) 
etc. Setzt man diese Gleichungen unter einander, so erhält man 

z/a; — ^liVo? = (o? — «i) Q (o:, «i) 

zfx—pNx=ix—a^Q{x,a^ 



zfx—pNx =? {x— cr„) q{pc, a„) . 

Multiplicirt man sie in einander und bedenkt, dass (^ — «i) (jsc^-^ . ... 
(x — a„) = jRr ist, so erhält man die Congruenz (^/xy=.Fx Q{x — «i) 
ö(^, «0 • • • Q(j^,^n) (inod. p). Die CoefBcienten von Q(x, «i). Qi^,^) 
... Q(Xfan) müssen offenbar symmetrische Functionen von »i^ ^9 • • • ^, 
und mithin ganze Zahlen sein» Schreibt man daher fiir dies Product den Aus- 
druck Mx, so erhält man (j^ity ^ Fx.Mx (mod^ p)^ und hiemach ist ofTeit* 
bar Fx ein Factor von (Jxy, uqd da (yi?)" die nie Potenz einer Ptotens 
eines irreductibeln Ausdrucks, mithin selbst eine Potenz desselben irreductibeln 
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Ausdrucks ist, so kann Fa^, als Diyisor einer sokben, selbst nur die Potenz jenes 
irreductibeln Ausdrucks sein. ' 

§. 8. 

Lehrsatz. Ist die Norm eines einfachen Ausdrucks in Bezug auf 
einen zweiten einfachen Ausdruck congruent OXmod.p), so ist auch die Norm 
des zweiten, in Bezug auf den ersten, congruent (mod. p). 

Beweis. Nennt man di^ einfachen Ausdrücke, um die es sich handelt, 

ßc und 9^7, so folgt zunächst (§. 5. Einl.), dass IVf^ und JV^py giainze Zahlen 

sein werden, weil nämlich die Coeffidenten von /x und von fpo! ganze Zahlen 

sind. Da nun aber (§. 5. Einl.) ± iVcp. = Nf ist, so folgt, dass iV^gy urid 

Nf stets zugleich = (mod. p) sein müssen. 

§. 9. 

Lehrsatz. Die Norm eines Ausdruckt in Bezug auf einen zweiten 
Ausdruck,, der dem Product mehrerer Ausdrucke congruent ist, istdeni Pro- 
duct der Normen des ersten Ausdrucks in Bezug auf sammtliche Factoren 
des zweiten congruent. Oder wenn /a:, qu?, Aa^^ Boo, Cx etc. Ausdrücke von 
X bedeuten, und q>x = Ax^Bx.Cx . . (mod. /?) ist, so hat man IV f 
s N/j.Afß.Nfc e\c. (mod. p). 

Beweis. Man kann annehmen, dass sammtliche hier auftretende Aus- 
drücke einfache sind; denn die Verallgemeinerung ergiebt sich hieraus leicht 
Zi^nächst ist nun zu benaerken, dass die symmetrischen Functionen . der Wur- 
zeln von ^x und von Ax.Bx.Cx . . . nach dem Modul ;[^ congruent sein 
werden. Da ^nämlich tpx^^Ax.Bx.Cx . . . (iqod. ^) ist, so muss (fx-hpFx 
^i Ax. Bx . Cx . . . sein, wo Fx irgend * einen Ausdruck von x bedeutet 
Oiffenbar werden aber die symmetrischen Functionen der Wurzeln von Kpx und 
von ^x+pFx nach dem Modul p congnM||bt sein, weil sie als Ausdrücke 
congruenter Zlahlen, nämlich der Coeflicienten von q>x und von (px + pFx, 
angesehen werden können (§. 1. Einl.). Mithin wird die Norm von fx in Be- 
zug auf (px + pFx congruent der Norm von Z";!? in Bezug auf (px sein. Da 
(px + pFx'=^ Ax*Bx.Cx ... ist, so wird also auch die Norm von ^^ 
in Bezug auf ^x congruent der Norm von fx in Bezug auf Ax.Bx.Cx .. 
sein. Loset man aber diese Norm ($.5. EinL) in'ihre Factoren auf, so folgt, 
dass sie in Bezug auf Ax Bx Cx ... ^e\c\\ Nfx.BfB • Nfc .*• sein werde, 
uqd hieraus folgt Nf^ s Nfj^ lüfg Iffc (mod. p)\ was zo beweiset! war. 
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Zusatz. Nf^ kann also nur » (mod./^) werden, wenn eine der Grossen 
Nfji, Nfs, Bfc ... congruent {moA. p) wird. 

§. 10. 

Lehrsatz. Die Norm eines irreductibeln einfachen Ausdrucks kann in 
Bezug auf einen zweiten Ausdruck von geringerem Grade nicht coi\gruent 
(mod./7) werden. 

Ist also fx irreductibel und d^ Grad von gu; kleiner als der von fx, 
so ist zu zeigen, dass Nf nicht =0 (mod./?) werden kann. Zuerst. soll ^der 
Grad von 90;. gleich 1, dann gleich zwei angenommen^ und dann soll im All- 
gemeinen die Richtigkeit des Satzes durch den Schluss von m auf m+1 
gezeigt werden. 

Beweis. Ist 90; vom Grade 1, also gleich o? 4- fli, so ist i>7^=/(—ö|). Wäre 
abery(— ai) = (mod.p), so hatte /r den Factor x + ai in Bezog auf den 
Modul p und wäre daher nicht irreductibel. Es kann mithin für diesen Fall 
Nf^ nicht = (möd. P) sein. 

Setzt man, 9^ sei vom zweiten Grade, so ist zu unterscheiden, oh es 
irreductibel ist, oder nicht. I>er zweite FaU ist leicht abzuthun. Setzt man näm- 
lich tpx^^iO; . ^fjx (tnod.p), so kann A^^ inicht s(h(moAp) werden, wenn 
keiner von den Ausdrücken Nf und Nf congruent (mod. p) wird (§. 9.). 
Da aber 91^ und 92a? vom ersten Grade sind, so geht dies nicht ^n. Ist nun 
(px ein irreductibler Ausdruck, so nenne man den algebraischen Quotienten, 
dea^^ durch 90? ,dividirt gieht, Qx und den Rest jRjt. Offenbar muss, da 
fx^Qs.(px+Rx ist, fß,fß, = (Qß,^ß,r^Rß,)(Qß^q>ß^ + Rß^ sein. 
Setzt man ßi und /?2» als die beiden Wurzeln von 90?, =0, so erhält 
TCiBii fßi Xßi = N/" :=: RßiMßi. Da nun Ar im Allgemeinen vom Iten 
Grade ist, so setze ntan Äa? 2'^a(^4- «1) (mod. ^) und (4? + %) = RiX\ 
dann erhält man IVf = c?Ri ßiRiß2 = aNR^. Sollte dieser Ausdruck 
= (mod./>) werden, so raüsste NRi und mithin auch -^9» congruent 

(mod. p) werden (§. S.). Da aber 90? irreductibel und R^x von einem gerin- 

. geren Grade als 90; ist, so geht dies wegen des vorher Bewiesenen nicht an. 

Setzt man nun voraus, es sei bewiesen, NJ^ könne nicht öeO (mod«/?) 

werden , wenn fx irreductibel und der Grad von ffX gleich m ist, so ist jetct 

zu zeigen, dass Nf^ ebenfalls nicht sO {moäp) werden könne, wenn der 
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Grad von quü gleich m + 1 ist, ipsofern nur der Grad von /'s grösser als 
m + 1. ist Ä 

Es sei ^Iso jetzt (px yom Grade m+ 1^ so ist wieder zu unterschei- 
den, oh q>x irreductibel sei, oder nicht Ist qio: qicht irreductibel, so setze 
man yo? = As . Bx (mod. p). Da nun IVf^ nicht = (mod. p) werden 
kann, wenn nicht einer der Fa<ptoren Nf^ oder iV/^ = (mod. /?) wird (§. 10)# 
diese Factoren aber nicht =£ (mod. p) werden können, well ihr Grad die Zahl 
m nicht überschreiten kann (bis zu welcher Zahl der Satz als bewiesen ahge- 
nommen wird), so kann JVf^ nicht =0 (mod. p). werden, wenn (px nicht 
irreductibel ist Man setze jetzt voraus, ipx sei irreductibel, und bezeichne 
den Quotienten, den ^^ durch ipx dividirt giebt, durch Qo; und den Rest 
durch JR^, so. erhält man fx^= (px . Qx + Rx. Da nun für jede Wurzel 
von q>x, etwa für Ä, fßi = Rßi ist (weil 9/5^ = 0), so hat man auch 
IVf = JVIt^. Rx kann, zwar nicht ^^ .0 (mod. p) sein, weil sonst fx nicht irre- 
ductibel wäre,, wird aber im AUgemeioen kein einfacher. Ausdruck sein: man 
setze es daher dem Producte einer Zahl .a und eines einfachen Ausdrucks 
RiX congruent (§.2.), so erhält man Rx ^ aRiX (mod.p) und NR^^oT'^^ 
NRi(f (mod./)). Es kann mithin NR nicht sz (tnod.p) werden, ohne dass 
es =iVHi9 zugleich würde. JVRi^p kann aber nicht ^ (mod./?) werden, wenn 
nicht zugleich iVip^ congruent (mod. p) wird (§. 8.) Dies geht nicht an, 

weil ^x irreductibel ist und RiX den Grad m nicht überschreiten kann: 
es kann mithin auch nicht NR ' und auch nicht Nf congruent (mod. p) 

werden., 

§.11. 

. LehrscUt. Ist fx ein irreduQtibler Ausdruck und .^x irgend ein ein^ 
facher Ausdruck, so ist /;!: ein Divisor von 7^ in Bezug auf den Modul py wenn 
Nf^^O (mod.p) ist; und umgekehrt. 

Beweis. Ist Nf ^ (mod. p)^ so kann nach $.10 der Grad von ^ 
nidit kleiner als der von fx sein. Nun setze man fx ^ kf^x (mod. p), wo 
Ar «ine Zahl undyi^ einen einfachen Ausdruck bedeutet' (§. %). Bezeichnet man 
bon den Grad von 71? durch m, so erhält man Nf '=f(^Nfi ' Solhe demnach il^ 
^0 (mod. p) werden, so müsste auch Nf ^Ö (mod./?) werdeti. Setzt 
man nun aber ^x^fx.Qx + Rx, wo Qx den Quotienten bezeichnet, den 
man erhalt wenn man f^r durch j^^ dividirt, und Rx den Rest: so benaeiie 
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man, dass, wenn JVfi^ ^ (mod. p} mtd, auch iVcp^^ ^ (mod. p) ist (§.8.). 
Aber If^^ ;st ofTenbar, da cp^ =/j4r. Qa? + Ar gleich JV^Üf/i und dieser 
Ausdmiä kann nicht ==e (mod. j?) werden , wenn nicht zugleich iV^ . ^ 

(mod. ^) wird. Da aber /i^ iireductibel und Rx von einen) niedrigeren Grade 
als fs ist, so geht diess nicht an (§. 10.). Da dieser Widerspruch nur wegfallt, 
wenn Rx = Ö (mod. p), so muss fa: in Bezug auf den Modul p ein Divisor von 
ffS sein, wenn Nf^ = (mod. p) ist. 

Die Umkehrung des Satzes ergielrt sich leicht. 

. . ' ■ §. 12. 

Lehrsatz. Entwickelt man die Gleichung für einen Ausdruck der Wur- 
zel eines in Bezug auf den Modul p einfachen irreductibeln Ausdrucks und be- 
zeichnet dieselbe durch Fz == 0, so ist Fz in Bezug auf deii Modul p entweder 
irreductibely oder die Potenz eines irreductibeln Ausdruckes. 

Gesetzt also, /z wäre ein einfacher iireductibler Ausdruck und seine 
Wurzeln wären a^, 02, . . • a„; bezeichnet ferner 9^ irgend einen Ausdruck von jp, 
so hangen die Grössen <fay ^a^ ... 90^ von der Gleichung (z — ^aj (z — ^.Os) ... 
(£;— 9a,) = ab. Setzt man nun (z— ^ttj) (z — <pa^ ... (z-^fcm^ =i Fz,u> 
soll Fz irrßductibel oder die. Potenz eines irreductibeln Ausdrucks sein. 

Becpeis. Setzt man voraus^ Fz habe in Bezug auf den Modul p mehipere 
Divisoren dz, diZ, d^ ... dj^^ von denen jeder die Potenz eines eigenen irre- 
ductibeln Ausdrucks in Bezug auf den Modul p ist, so muss zunächst FtfX 
algebraisch durch y^r thdibar sein (§. 6. Einl.). Da aber F^x = d^x.dg<fx ... 
d^(f X (tnod. p) ist, so muss einer der Factoren d<px^ di^x . . . d^((fx) dutdi fx 
theilbar sein {§. 4.). Zunächst ist nun zu zeigen, dass unter den gemachten 
Voraussetzungen nicht zwei jener« etwa d(pai und ifi^o;, durch fx in Bezug auf 
den Modul p theilbar sein können. Zu dem Ende bezeichne man die irreduc- 
tiblen Ausdrücke, vci^ welchen dfp:p und ditfx in Bezug auf ddn Mpdidj? 
als Potenzen angescKeh werden können, durch nupss und mifpXf so« mussten 
auch mtpx und mi^x in JBezug auf den Modul p durch fx ^ufgebtsn. Man 
würde also st^ts Gleichungen folgender. Art aufstellen können: mq^ 7^f^*Q^ 
+ pN^9 mifX = fx. QiX + pNx, wo Qx^. Nx, QiX und iKio? AusdiPÜdbe 
von X bedeuten. Nimmt man nun au, der Grad von mz sei gleich oder 
• hpher als der von m^z, so setze man mz ^ mi^.^iZ + 02/7x32 (janod. p), wo 
QiZ den algebraischen Quotienten bedeutet, den man erhält , wenn man mz 
durch miZ dividirt, und a^m^z dem Ausdrucke des Divisions -Restes in der 
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Art cotfgruent wird, dass Of eine Zahl und m^z einen einfachen Aosdnick 
bedeutet. Auf ähnlidie Weise setze man miZ^ m^zq^ + fx^m^z (mod. p)^ 
und fahre niit<]ie8^fit)perations*Weise fort bis man endlich myZ^m,^|Z^i.^iZ 
^'"OL^j^m^^iZ {ja<(^,p) erhalt, wo m,^^t. in Bezug aufs vom ersten Grade ist. 
E» mtiss sich in jedem Fall die Operation bis dahin fortsetzen lassen, weil sie nur 
dadurch unterbrochen werden konnte, dass irgend ein Rest^ etwa mirZy^O 
(möd.*/?) wurde. Dann würde man aber vermöge obiger Gleichungen leicht 
scUiessen, da$s Vfu^^z den Factor m^.iZ haben müsse, und würde gleicher- 
weise finden, dass alle Werthe, die dem m^^iZ vorangehen, also auch m^z, m^z 
und mz den Factor lyir.i 2 haben mussten; was gegen die vorausgesetzte ' Irre- 
ductibilitöt der beiden Ausdrucke m^z und ms streitet. Man kann mithin die 
Öpentiqn so lauge fortsetzen bis rru^^z vom Grade 1 ist. Es ist nun zu zeigen, 
dass sSiAmtliche Ausdrücke m^z^ m^z, ... mr^.i£, wenn man in ihnen t^x statt z 
Mtzt, den ^Factor f(c in Bezug auf den Modul p haben müssen. Diess 
ergiebt sich - zunächst* für m^z aus der Cofigruenz m£^ mizqiZ + a^ m^ 
(mod. /^). Da nämlich 'mz und mjS, wenn man darin g)x statt z, setzt, den 
Ta^or fa> enthalten, so muss, da 2^^= ^^z — miz^jz (mod. /?) ist, m^z, 
oder vielmehr m^Kpx^ auch den Factor yo? enthalten. In gleicher Weise schliesst 
man fort auf m^z durch die Congruenz mxZ=:m^q^z + ce^m^z (tnod.p) etc., bis 
•ttf . mi^+2Z^ D» dbteF n^4J%z vom ersten Grade ist, so ist es von der Forfn z+Aj, 
wo jii eine ganze Zahl biefdeutet, und man erhält, da fx in Bezug auf den 
Modul p i'dn Factor von z 4* Af ist, z + jii s/x Ux (mod. p), wo Ux 
einen Ausdruck vom x ''bedeutet. Setzt man für z seinen Ausdruck (px, so hat 
man yx -fr^ j4i s/x. Ux (mod./i) und mithin yx =r — Ai+fx.Vx ^pSx, 
wo Sx ebenfalls einen Ausdruck von x bedeutet. Ist nun a eine der Wur* 
zeln voo*/Xir so hat man offenbar 9a=: — Ai + pSa^ und hieraus leitet 
man leicht die* Congruenz {x— yoTi) (f^yotj) . .. (^ — 90») ^ (z4--^i)» 
(mod. p) ab, wonach offenbar in Fz nicht zwei verschiedene irreductible Ans- 
acke von z ab FÜBtoren nach dem Modul /^ vorkommen können. Setzt man 
•Iso UDleF obiger Yörnussetzüng jF^pxc ^bfyx.c/i^x .... d^q:x (mod. ^), so 
kann, wenn dyrx den Divisor /x^ hat, keiner der übrigen Factoren diesen Aus* 
druck zgm Divisor haben. Sehreibt man min obige Congruenz als Gleichung, 
so erhäh man Fz ^ dz dsfl ... dLz + pRz^Vfo Rz einen Ausdruck von z 
bedeutet. Setzt man irgend eine der Wurzeln von Fz gleich yi und bezeichnet 
das Product JizJ^z ... d^z durch Dz, so enthält man dyiDyi + pßyi = 
und mithin 
Crelle's Jomtl f. d. M. Bd. XXXI. Heft 4. 37 
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Die Norm von Dz in Bezug auf Ft ist aber dies^be tvie die Norm voa 
Dyx in Bezug dxS fx. Eis ist nämlich iVC Df) == -D yi jD^i .... i!>);„, und 
die Norm von D^px in Bezug auf jfx ist Dg>ai Dq^Of • • • jD^^CU* Da aber 
die Werthe "yi, ^2» • - • % ^i^ ^^^Q^ Werthen SP ai, ^04, . . . ^ o^ übereinstimmen, 
so. hat man Dyi Dy^., . J3y» = Dgoa, ZJgt?,. . .Z)gpa^» und mitbin N(Dgt) 
= jlV(Df), wo natürlich in letzterem Ausdruck D als ein Ausdruck, von x auu^ 
sehen ist. Da nun Dyx nicht den Factor /o; in Bezug, auf den Modul p 
haben kann, so kann auch N(Df) oder N(^Dp) nicbt^^O (m^. p) sein 
($. 11.). Bezeichnet man also die Zahl JV{Dj^) durch ;&, so erhält man 
zdyi = — pRyi Dy% Vy^ . ♦ . JP%. Da aber Dy^.Dy^ . . • J!>y,r ein ayaunetri* 
scher Ausdruck von 7/1, 7/9, . . . % ist, so lässt es sich ($« 2, Einl.) als Ausdruck 
von 7i ansehen; won^fh man auch Ryi Dy^Dy^*. . Dy^ als einen' Ausdruck von 
yi betrachten kann. Nennt man diesen Qy^, so erhält m^xitdy^ ^^pQVi 

und auf gleiche Weise ^dyt =?= pQy% . 

zdyt= pQyn- , 
i» •,••••'• • .;'• • 
zdyn.^ pQy^. 
Da nun 7/1, y^» • • • • y» die Wurzeln von JP£ s:^. sipd, so folgt ($. 7.X dass 
i^;& einer Potenz desjenigen Ausdrucks nach dem Mödid p coogruent ist, von 
dem dz selbst in Bezug auf p als Potenz zu betrachten ist** Es Jcann mitlMn 
ausser dz keinen Factor yox\ Yz in Bezug, auf den ModuL^ geben, und Fz 
selbst ist der Potenz eines irreductibeln . Ausdrucks nach dem Modal p con- 
gruent; was zu beweisen war. . 

Zusatz. Ist der Grad \on fx gleich n,.der von. 9}^ aber kleiner als 
n, so kann Fz nicht ^(z—A^" (mod. p) werden, weno j4i eine ganze Zahl 
bedeutet. 

Wär^ nämlich jFi;^(ä— -r4,)" (mod. p),80 könnte, man eine Gieidiuag 
von der Form Fz = (z—^iY-^pRz aufstellen, wo £z^ einen Ausdruck von 
z bedeutet Da nun die Wurzeln von Fzry^da^ct^,. "' * V%, sind, so eiiiSit 
man die Gleichungen (gpo,— -/^j)" :s: pRai 

(yo,— yjr,y = pjia^ . 
(9^05— -^,)" = /7Äa3 



(900»—^,) = pRan 
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Ntin £MQdet .aich . d0i[^ vMultiplication dieser Gleichungm sehr leicht, dass 

Ky«i — ^i)(y«a*-^)fM«^a»— ^ p'^RaRa^ i2a„sei. Da auf 

b^deo Seiten der: G|0&ch\jpg synimetrische Fuactiooen der Wurzeln von /.r 
sMbeo, «o, sind dieselben «ganze Zahlen, und mithin ist gewiss 

|(4^«i— -^iX^Ot-r^-^i) («ß^On — ^i)|"=0(mod.;i), 

und daher auch 

. \ (*>«! — ><i)(yat—-^i)- • ..•(^po«— .^j)^i«(niod. p). 
$^t jnan uun ipac—j4i 3= ipor, so ist auch -^x^ ivfe tpx^ von einem geringe* 
rep Grade als./d?, .mthin kanou N'\^f oder (5p a, ,«-^i) (5c/ o, —^1) y «3 — u^i) 
-4^..(5P»pt„-r-:-^) okbt^^O (med. />) sein (§. 10.), welches doch Stattfinden 
BQÜaste« wenn ^ä^^^(z-K-^j)!* (niod.7?) Irore. 



§.13. 

Lehrsatz. Zwei eiafaehe Ausdrücke von ^r^: von welchen die Wurzeln 
des eiflea die )E^ Potenzen der Wurzeln. ^des andern sind, sind nach dem 
Modul jp congniient« 

«Zum B^eise bemerke man, dass 
. l)(z — \y ^ sf^ — 1 (tnod. p') ist. Die* folgt unmittelbar aus *der durch 
4en 'binomischen Lehrsatz bestimmten Form der Coefiicienten von (z — Vf. 
Es werde». mithin die .symmetrischen Functionen der Wurzeln von iaf" — 1 
und vöjn. (zv^iy'Bach <}em Modul 7? congraent sein. Da die Wurzeln von 
(ä— ly* sümmtlich gleich I sind, so kann man jstatt jeder Wurzel vonV — 1, 
insofern < e^ sich um congrueote Ausdrucke der symmetrischen Functionen der 
Wurzeln dieses Ausdrucks bandelt, 1 setzen. 

2) Ist a??.-+-aia7'^*4- . • . + ö irgend ein einfacher Ausdruck von x, und 
bezeichnen et, a^ . . . .-^ * die Wurzeln von z'^ — 1, so wird j(VergI. §. '3 
Pg. 234 des 19. Bandes dieses Journals) der Ausdruck von x, dessen Wur- 
zeln die p^^ Potenzen der Wurzeln des vorhergehenden sind, gefunden, wenn 
man das Product (ä" + a^€^^ + ö^ä^* + . . . 4- a„ ) (ä" + a^a^^ + öaa'r;'*-^ 

^...^ aX) ^Ä'-H'Äia'i""- + Ä,a*i"-'* + . . .5. 4-flrHa*») (z* -f- a^c^^z"^"^ 

+ OitP^^gJ^^^ • : • a^'^^V) entwickelt und x siatt 0^^ setzt. Setzt man nun 
hier nach («^O. 1.) statt der Werthe a, a*, . 4 ./o/^^* nur die Werthe l, so 
geht jenes Product über in {^ ^aie!""^ ^^o^iit:^^ . . . Onf. Es ist aber 

(z" + «iz*-^ + + ö„y = z"^ + ö/z<"-*>^ + + ai: (mod. p). Dies 

folgt aus der durch den polynomischen L^natz bestimmten Form der Coef- 
ikienten jener p*^ Potenz. Setzt man nun x statt zf , so wird der gesuchte 

37* 
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Ausdruck von a:, dessen Wurzeln die pien Potenzen dter WllReln von a^^GiOf^^ 
+^... + €^ sind, dem Ausdrucke a?" 4- ö/o;""^ -fc-j^i/iÄ^ + . . . . 4* a/ nach 
dem Modul p congruent werden. Oder der Aosdrud^ 'iMeher die p^f^ P^Aen- 
zen der Wurzeln eines gegebenen als Wurzeln enthält, ist nach dem Modul 
p einem Ausdrucke congruent, dessen Coefficienten die pi^ Potenzen der ent- 
sprechenden CoefBcienten des gegebenen sind. 

3) Wendet man dieses Resultat auf den Ausdruck (a: — 1)" an, in welchem a 
eine ganze Zahl bedeutet, so findet man, da (o? — 1)** = o?'*— «d;*^ -i-cic, 
dass der gesuchte Ausdruck af — cfod^^ + olc. congruent seinf werde. Da 
aber die Wurzeln von (o?— l)» alle der Einheit gleich sind, so sind. Ihre p*^ 
Potenzen ebenfalls der Einheit gleich, und der gesuchte Ausdruck wird daher 
{x — l)*" = cd^ — cuxf^^ 4- e|i^' sein. Man erhält folglich af^ — ifx^^ = etc. 
= o;"' — €iaf~^ etc. (mod. p) oder cf^a (mod p) etc., und daher aifiT'^ — 1) 
^ (mod. p\ mithin, wenn a nicht ^ (mod. p) ist^ €^^ = l^(mod. }»), d. h. 
also: jede'^ahl, die nicht ^0 (mod p) ist, giebt zur Potenz p<— 1 «rhoben und 
durch p dividirt den Rest 1. Da af"^ — 1 für o? = a congruent- wird, aö 
wird auch die Norm von af"^ — 1 in Bezug auf Ar-^a ocoiigruenl 0, und 
a; — a muss ein Factor von a:^^ — 1 sein (§. 11.). Setzt miwi' für a nach 
der Reihe die Werthe 1, 2, ....p — 1, so findet tfian, dass af^^ *^1 die 
Factoren o? — 1, x — 2, . . . • ar — (p — 1 ) in Bezug auf deft Modbt p ent- 
hält. Da diese Factoren sämmtlich irreductibd sind, so folgt leidit, dass 

stets o?^* — ls(a:— l)(a7-.2) (or — (p — 1)) (mod. p) ist*) 

Durch Anwendung des in (JVö, 3.) enthaltenen Satzfs auf -das in (^0^%) 
gewonnene Resultat, geht nun der ausgesprochene Sat» hervor.. Der gesuchte 

Ausdruck war nämlich congruent a^ + a^x"^^ 4- + ö/^ und da nach 

(•^. 2.) flr/ = «i (mod. p) etc. ist. so ist offenbar x'' + a^af^^ + . . . . o/ 
= a?^ + flia;*"\+ .... 4- a„ (mod. p). ' 

§.14. 

Erklärungen und Lehrsätze. 1) Zwei Ausdrücke derselben Wurzel 
a, eines irreductiblen einfachen Ausdrucks fx sollen fortan nadh dem Modul 
iPfd) congruent heissen, wenn sich der eine von ihnen als ein6 Summe d^ 
andern und eines p fachen Ausdrucks dieser Wurzel darstellen lässt. 

*) Aomerkong. Der Satz, das« aP~l ^ 1 (nMd. f ) gphabri FcrjMal, und jMgl'fWi 
ihm den Namen; der SaU daas asP-i— 1 = (aj— 1) (« — 2). . . . » — (p — 1) (mii f) g^ahrt 
Lagrange, 
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Ist also 9a sss '^+]iißok, wo 9Kr» nf^a and JZa Ausdrucke tod a be- 
deuten, so ist q>a eongruent ofxi in Besag auf den* Modul (p,a), und ei liHrd 
geschrieben werden 90^ \{m» (mod. p,ä)« ' ' v ' , 

2) ttr9»si|H]& (med. p,aX;so ist/» in Besug auf den Modul ^piiä^ 
sor vonp 90? -^ i|«r, und umgekehrt 

Beweis. D^/x m Bezug auf dinr. Modul' jr irreductibel ist, so ist es 
gewiss in algebraischer Beziehung irreductibeU und da- 9a ^ iJMi (mod. p^a) ist» 
so muss 9a — i^a — pRa = sein. 9a? — i\)s — pJRa: hat also mit Jk die 
Wurzel a gemeinschaftlich» und muss folglich durch ^ algebraisch dividirbar sein 
( $. 9: Eink)« Man kann rokhiti 9^ --* i\)sji •— pAx = ßc. Qjp setzen, wo Qa: 
einen Ausdruck von s bedeutet/ Es ist mithin ^jr — aj;a?^^. Qx^ (mod. p) 
undyö? ein Divisor von 9x-**'i{«r in Bezug auf den Modiil p. tüe Umkeh* 
rung ergiebt sich- leicht. 

3) Bezeichnet ai eine ^andere Wurzel von /b6 als a, so hat man» wenn 9a 
S'il^aCmod. p,a) ist, auch 90B|^i|)ai (mod* p,ai). 

Be(veis. • Wenn 9« s opa (mod. p,a^, so ist 9a?— ij^o? — pÄar sä ^. 
Qx^ und mithin,- da /a^ s= ist, 901 --^ xpäi— 'pJN% as' 0, folglich* 9»! 
=r oj;«! + pjRai und 9«! = oj^ai (mod, p,ai). 

4) Es finden sich nun leicht folgende Sätze. Die Summe, Differenz und das 
Product zweier Ausdrücke von a, diie zweien andern Ausdrücken, nach dem 
Modul (p,a) einzeln verglichen» cöngniept sind, ist congruent der Summe 
DifTerraz^ oder dem Product der entsprechenden Ausdrücke nach dem Mo- 
dul (p,»). ' 

5) Wenn das Product zweier Ausdrüdke von a congruent naeh: dem Mo- 
dul (/7,a) ist, so ist einer von jeoen Ausdnlcken seihst nach diesem Modul 
cofigroent 0. 

Beweis. Gesetzt die beiden A^sdrüdce waren 9a und a|ya,' und also 
^a.ijiasO (mod« p, «)» »o muss {J^. 3.) 9?ar.\|rd; •-* pRx =;: fx .Qx 
sein, yio Rx und Qx wie oben Ausdrucke von o; bedeuten. Man erhält mithin 
(px. a|)Zr ^fx . QiT (mod. p\ und da fx e» irreductibler Ausdruck ist, • so 
muss er ($.5.) entweder ein Factor von fpx^ oder von '^x in Bezug auf den 
Modul p sein. Für den ersten Fall findet man aber leicht ^a ^ (mod. p,«) 
und fftr den andern of^a s: (mod. p^n)* 

' 6)' Ist 9>a . a|>a «^^^a .if^a (mbd..p,a) und^as qf^^:{;moA. p,ci)f aber 
nifcht^O (mod. p^a), so ist auch if^äsopi«. 

Beweis. Nach («^o. 5.) ist 9>a *.a{;a = gpia . a|)a (mod/p,a)L Mao 
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bat daher auch f?ia . ii\> d ^g>iai^ q>ia (mod.T'^a) oder ^^^a X'^a — ij^ia) 
= (mod /7/a). Da aber g>i et mc\A.^ (mod. p»a) ist so muu .{«T^. ^#) 
Opa — '^a = (mod. p,a) oder ojiTa = of^ja (inod. y^^a) «eio* 

7) Jätkä Füncdoo von x, deren CeefficieQlen Ausdrücke vpn a üßwAi" wird 
als ein Ausdruck von a: nach dem Modul (/?»a) betfachtet werden. Zwei Aus^ 
drücke von o? werden, nach dem Modul (/7p a). congruent gesetzt werden, wenn 
die Goefficienten der gleichen Potihzen von ^Jn beiden nach dem Modul 
(/9,a) congrueht sind. '' 

8. r£in Ausdruck voo/a, der sidi weder Q nocK.einec ^zea Zahl nalcb dem 
Modul (pfOi) congruent setziE« lässt, «oll noch uatsbesondere^ ein auA liCodul 
(p,^) gehöriger ^^usdruck genannt werden. . Wohingegen die}^enigeD. Ausdrucke 
von a, wekhe siqb oder einer ganzen Zahl na<^ dem Modul (/^a) con- 
gruent setzen lassen, zum Modul p gehörige Ausdrücke genannt ^Werdeo sollen. 
Ebenso soll eine ^anze Function von a;^, deren ^CoefBcienten sämmtlijch oder 
zum Theil Ausdrücke von a sind, die zum Modul (p^a} gehören» ein .Aus- 
druck von a;^ der zu. dem Modul (p,a} gehört^ heissen. G<;hdren aber die 
Goefficienten säuuiilUHi zum Modul pp sotsolt sie ein zu dem Modul i^ gehö- 
riger Ausdruck von a: heissen« '^ 

■'.■■ '.'!'■.•"'..;■.;,■/'"•".' ...:■ . ,$.'l5-' "'• ; •; ]■■■. 
•»' ' Lehrsatz^ , Die p^ Potenz irgend einisa zum Modul (p,a) gehörigen 
Ausdrueks von, o? kann ineht dem Ausdruck selbst» nach dem Modul (p»a) con- 
gruent sein, oder wenn (pa einen zum Modul p^a gehörigen Ausdrud^ dar- 
stellt/ SD kimn tridit iq^fiY s 9>a (mod. p,. a) sein. 

• Be«feis. . Wenn (^pay s gpa X^od. p,a) wues so wäre auch (§. 14. 
JTö. 6.) (9>(ty'' = 1 oder (ya/-* — 1=0 (mod. p,a). Nach (§. 13. JTö.ß.) 
ist aber (gxje^^r— l) = (yaT-l) (9a~2) .... (g)«— <p— 1)) (mod. p,a): sollte 
also (g)'a'^^ — 1) = (mod. p,a) werden, so müsste einer der Factoren 9}a-r*l, 

9« — 2,. , g)a-— (p-^l)=0 (mod. p,a) werden (§. 14. •^. 6.). I>ies 

geht aber nicht an, weil tpa ein zum Modul (p,a) gehöriger Ausdruck ist. 

$. 16. 
Lehrsatz. Der Ausdruck von a:, welcher die p^ Potenzen der Wur- 
zeln eines Ausdrudcs, dessen erster Coeffident 1 ist und der zu dem Modul 
(p.a) gehört, als Wurzeln in sich schliesst,! kann nicht. mit jenem Ausdrucke 
nach dem Modul (p,a) congruent sein«. 
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Beweis. Badcmtet JFiv;;4rineii^cAiis<irQdc von x^ dessen erster Goeffioient 
1: ist, umi in welchem, sonst Coefficienten Torkommtiii; die zum Modul 
(p^a) geliüren, sp solider Ausdruck , dessen Wurzeln die ^9*0» Potetteen der 
Wurzeln 4on /^or sind» nicht- mit tFdr nach dem Modul (/^^a) congruent sein 
können. Es folgt nämKdk aus' (§; 13r Vt^lL), das$ dieser zweite* Ausdruck 
susFx benrörgehen werde; wenn ^ man' statt der Coefficienten von Jf i? die pim 
Potenzen derselben setzt. Da aber die p*^ Potenzen von denjenigen Coef- 
ficienten, die zum Modul ip/x) gehÖren/'sich nicht selbst nach diesem Modul 
congruent sind (§. 15.)'» so folgt «der Satz. ^ 

. . §• 17- ■/ 

Lehrsatz, öf^'^-^a kann nicht nach dem Modul (p,a) congruent 
sein, *wehn der Grad von y]r;''Vdn welchem ^Ausdruck a eine Wurzel ist, die 
Zähl m fifcerscbreitet ' ' • ^^ "'- ^ 

JBevp^is. Gesetzt es sei dP — a = (mod. p,ä), so wäre auch a'' =a 
Cmod. j!9,a) und' daher aucfa"^ ' f'^-. ' 

(ar-a)(i-cc^)(a^-a^V:..:(i-a^^ (a:-ä^;:....(ar-a*^') 

{w—af ) (möd. p,a^. 
Der Ausdruck rechts enthalt aber offenbar die pt^ potenten der Wurzeln, 
des'enitto als Wurzeln: er k^nn ihm mithin nur dann congruent werden, 

wenn me Coefficienten von (o? -^ a) (ari— a?')....(a? — «^"*") ?üm Modul p ge- 
hören ($. 16.); alsdann muss aber jeder .doeffiqent dieses Ausdrucks von der 
Form z + pMix sein, wo Ma einen Ausdruck von a bedeutet. Dies voraus- 

gesetzt^ wird (o? — a) (a; — a^) . . . , . (ap— ^«^"7 ) pfifenbar von der Form 
äiT + jäioT +^^ •+-.... .H- A^.^ pFQcya) kein, wo A^ A29 • • • • A^ 
ganze Zahlen sind und F(a:,a) einen Ausdruck von o: nach dem Modul (pfdl) 
bedcfotet Bedenkt lAan aber, dass die bisheng^ti' Schlussfolgen sith in der- 
selben Weise auf jede ddr Wurzeln von /x' anwenden hissen, so erhält hian, 
indem man die sämmllichen Wurzeln von fbc durch a, «i, a^; ,-. ; . a^^ be- 
zeichnet, folgende Gleichungen: ^ . 
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Multiplicirt mau beide Seiten dieser Gleidiuiigen in finaoder, so wird die 
rechte Seite offenbar S (o;^ + ^, x^^ +^,00^ + ... •f.^^)» (mod. p), die 
linke wird aber den Factor (x — a)(x— aj) (ac— at)....(3C — o^Ooder/ir haben; 
woraus zu schliessen ist, daaa (9ä?4- Ai 7f^^ '+..i. + ^^ ebenfalls den irreduc- 
tibdn Ausdruck /x als Factor nach deni Modul p haben musste. Dies geht 
aber nicht an, weil der Giad von /x der Voraussetzung nadi grösser als m ist. 

$ 18- 

HoMiptsatt. Wenn fx ein einfacher irreductibler Apsdrudi nach dem 
Modul p und a eine Wurzel desselben ist, so istyir = (x— a) (x — oe^) 
(x — oe'^) (x — oc''^ ) (mod. p, a) und o'''"^ = 1 (mod. p,a). *) 

Beweis. Gesetzt a,ai^ ... «o».! seien die Wurzeln yonfa, so folgt 
(§«^13.)» dass jieder Ausdruck, dessen Wurzeln die (p**)^ Potenzen jener sind 
(wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet), m\i fx nach dem 'Modul p con- 
gruent sein werde. Ein solcher Ausdruck wird daher von der Form fx 
+ pJPmX sein , wo l^jti einen Ausdruck von x bedeutjßt. $etzt man daher in 
diesen Ausdruck statt x eine Wurzel dessdben, also o^"*, so erhält man JoF 
+ pJPi,ap* =5: oÄer f(/^ = (mod. p^a). Da a eine Wurzel von /s ist, so 
ist X — a ein algebraischer Divisor vpn fx und man kann daberybc.pr (x— a) 
(a(f-* + ÄiX*^ + ÄaX*"' + .... + Ä,»_i) setzen., wo b^ bt»...6iJ.i Ausdrücke 

von a. bedeuten. Setzt man nun in diese Gleichung statt s dfu Ausdrudi oe^, 
so erhalt man foT — {oT-^a) (a'^^^'+b^of^^^ + b^of^ Da 

nun aberyV^O (mod. p,a) ist, und «^ — a nicht ^ (mod. p,a) sein kann, 
wenn n > l ist (§. 17.), so muss oT^^^ + b^ a^-^> + i . . . . . b^^ =0 

(mod. p,a) sein ($. 14. J^ö. 4.). Es ist mithin auch af^^ + biOf^^ + b^Jf^ 
+ ....+ Ä^i.— (c/<'^'^ + Ä,«^*+ Äia'^> + . . ..+ Ä,.,) oder x^^ — •'^ 

+ Ä, {af^^-qr^:> + b^(x''-^^af^'^)........b^(x^i/':)^ 

+ b^'^ +.«.• + Äft^ (mod. p,a). Offenbar hat aber die linke Seite der 
Congruenz den Factor w — cf und man kann sie daher, durch (;rt— </) (jr*~* 
+ c^ar~^ + CjÄT*"^ + . . .+ c^%i darstellen, wo Ci, c^» • • . . c^,^ Ausdrücke von 



*) Hieraas geht herror) dais, wenB fx ein einfacher, nadi dem IoiIqI f irredieüUer Aoadrock 
ift, und man bIMet irsend eine «ymöMtrlsche giou Faneti«n Ton «, «p; aip"~^ nnd dhridlit ala dvrdi 
/&, der DifisionarRest steU einer Zahl gleich teln fterde, die man enthSU, wenn aan slnU «, «P, 
...«p"'' in der sjmnietriachen Fanction die Woneln Tony» aetit, plos einem pfachen Anadrack Ton«; nnd 
data femer aP^-^ 1 dorch fx dlTidirt einen pfachen Anadrack Ton x snm Reat gehen mnas. 

Di«M Sltie drflcken tngleich die im Tot gegibenm ohne den Gehranck dns IMak ^tc ana. 
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a bedeuten. Man erhält daher /cc s (o?— «) (;r— a^) a?*~* + C|a?""^ 4-^,4?'^^ 
+ . . . -I- (O (mod. p,a), und mithin auch ßf^ = (</— a ) (o^^ — a^) (o^«-» 

+ Ciar'^'^4'C^ + :.. + c^2) a (wod.p.a). Es ist aber af^—aT^ (ar-aY 
(ttiod. p,a) ♦), und da .(§. 17.) (/ — a nicht = (mod. p,a) sein kann, so kann 

auch nicht ((/ — a/ = (mod. p^) sein (§. 14. •TTa. 5.). Da nun fcT = ist 
und. ^insofern » > Ä, (</*— a) (a^'— c/) nicht = (mod. p,«) sein kann (§. 14 

•^. 5. §• 170, so .muss o?^'^ + Ci^"^^ + + c,., = (mod. p,a) 

sein. Hieraus folgt, wie vorher, dass af^^ + CjO?**^ + . . . + c^^ den Factor 
X ^ et haben muss, und man erhält yä? = (or — a) (o: — </) {x— (/) 
(^af^ + rfior"^* + 1^ o;'*^ +. + dLo) (mod. p,' a). Durch fortgesetzte An- 
wendung der angeführten Sätze erhält man zuletzt fx = (x — a) (^ — o^) 
(x --id )\....(x —c/^) (mod. p,a). Da nun /(/' ^ (mod. p, a) 
t, so muss aueh (o/^— fl) ((/"— c/) (o^'—ap^...... (/—£/"""*) = (mod. 

p/Ö) iein. lia aber (c/ - c/) («^_ V') (c/"_«^"-') = (J'^' - «/ 

(c/ — « y . . . ♦ . (o'' — «y (mod.p,a) ist (vergl. die Anifnerkung), und nach 

(§. 17.) keiner der Ausdrucke a^*^*— a, a^*— «, a' — « congruent 

(mod. p,a) werden kann, so muss cT — a^O (mod. p,a) sein. Da aber 
f/"— a5ca(«r "* "^^1) (o?od.p,a) ist, und a nicht = sein kann, wenn/x 
nicht = jp ist,, so bf . c/* — 1 ^ (mod. p,«). 

Zusaiz. Da i/ ~'*^-ls(rood.p,a) ist, so folgt, dass^^; iq Bezug auf den 
Modul p ein Divisor von x^" — 1 ist (§, 14. J¥\^. 2.) Hieraus folgt, dass die Con- 

gruenz X — 1 3e (mod. p) den allgemeinsten Character in Bezug auf ihre 
Wurzeln in sich trägt, wenn man dem k^ wie dem p, alle hier möglichen 
Werthe beilegt. 

■'Lekhatz. Die (p*^l)U Potenz j^des Atisdrucks von a ist congruent 
1 mich' 'dem Mbdiil (p,^), wenn* der Ausdruck nicht = (mod. p,flf) ist. 



.A^> . 4k/)&t«iikek iMi itaüob C«^— «>.iiaek dem Ua»aiisriien Satie, 00 werdtn die Glieder, 
•osier den erateu uod lelitcD, Coefficienteii heben, die ^0 (mod« j») eliid« Jbo erhMt den^necb (o^ -<-a)^ 
= ee'^ — a^ (ffiod. jp^a). Bierüie ^lgt (a'^— ee'/ ^ a^ — a'^ (mod. p^) und ferner infolge des 
VlnMikttiien^lM^i^^^ ulid deber (d^ ^ a)^ ' S a^ — c>* (mod. |i,a) and 

dl§em«lB(«^-^«y^*^w^"'— e^^^moiii,*). ' ' 

Crel]e*f Journal f d. M. Bd. XXXI. Heft 4. 38 « 
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Becpeis. Es sei 9« der Ausdruck von a ubd ss. a^af •+► a^c^"^ 

+ Hha*. Nun kann leicht, entweder durch den polymooischen Satx, 

oder durch fortgesetzte^ Anwendung des binomischen, gezeigt werden, dass 

(00«*+ öl «*-*+• + ö*y = öo' «* ^+ ö| «*-*>'+ a/ (mod. p. a) 

ist. Da aber flo» «it 04 ganze Zahlen sind, so ist fl^ = a« (mod. p),^ 

a/ = öl (mod. p) etc. (§. 13. •TTa 3). Man erhält folglich (fl^a^+o, a*^* 

+ aCf = öo«*''' + Oia^^^ + + 04 (mod. p, a) und mithin (ör^a* 

+ ai<r*~* + a^ ^(aoa^ + aia^^^ + ... 4 + Okf (mod. p,a) udd den 

letzten Ausdruck durch ähnliche Schlussfolgen Söoa*^ + 01«^**^+....+ «^ 

S kJ^ * Ur-l)p' 

(mod. p,a), mithin (ö^* + flia*"* + + a^Y = £^a + OgU + . . . 

+ 0^ (mod. p,c^). Durch die fortgesetzte Schlussfpige derselben Art er- 
hält man ia.a + a.a"^ + + ö*y"= öq«^' + «1 «^"'^" 4- • ,. ; • + O» 

(mod. p,a). Da nun aber a^'' = a (mod. p,a) ist (§i 18.), so findet sich 

(flo«*+öia*"*+ +0*7"= flga* + aiÄ*"*+ . . . . +ajk (|Bod. p,a) oder 

(g}ay = 9» (mod. p,«), und daher durch Division, wenn (9)a) nicht = 

(mod. p,a) ist, {tpa^^^^^ 1 (mod. p,a); was zu I^eweisen war. 

Zusatz. Ist 90? nicht ^0 (mod. p^cc), und bedeutet oj^a irgend einen 
Ausdruck von a, so kann man stets einen andern Ausdruck 9^ä von a $0 
bestimmen, dass (pa.tpia^i^a (mod. p,a) wird. Man' hat zu dem Ende ^a 

nur = (90)^ ~^ . Opa (mod. p,a) zu setzen. Zwei verschiedenem Ausdrucke von 
a, die beide |ener Congruenz genügen, müssen nach dem Modul (p»a) 
congruent sein. Denn wäre 't\)a = cpa . ^^a^fpa . 9^ (mod. ]%<^X *o Mg^ 
durch Division (§. 14, •Ho^. 6.) 9)^a= yj^ (mod.. P^öf). 

§.26. 

Erklärungen und Lehrsätze. 1) Ein Ausdruck von a\ dessen Grad 
geringer als der von^x ist, und dessen Coeflicienten sämmdich kleiner als p 
sind, soll ein kleinster Rest in, Bezug auf den Modul (p»a) geo^uint werden. 

2) Jeder Ausdrück von cc ist einem kleinsten Reste nach, dem I^odal (p,o) 
congruent. 

Bea^eis Man nenne ikn Ausdruck (pa, und setze q» s& Jx. Qx 
+ jRx, wo Qx den Quotienten angiebt, den man erhäl^ %enn' man ^x durch 
/x algebraisch dividirt, und Mx den Rest: so wird Rx offenbar von eiaein 
geringeren Grade als fx sein, und man erhält zunächst qia^Ra (mod. /^^a). 
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Nan setze miii statt der Coeffidenten von JHcc die Reste, welche sich finden, 
wenn man dieselben durch p dividirt, und nenne den daraus hervorgehenden 
Ausdruck Ria, so wird (pa ^ M^a (mod. p^a) sein und ü^a die verlangte Form 
hab^. 

d) Ist n der, Grad von fx, so wird die Anzahl sämmtlicher verschiedener 
kleinster Reste nach dem Modul (p^\ wenn man ausschliesst durch ff — 1 
ausgednickt. . 

JBevPCiS. . Die aUgemejne Form eines kleinsten Restes ist Ota""' + OiO^^ 

-f-öi«'*^-*- +0,^1. Dieselbe schliesst n Glieder in sich, und jeder 

der CoeffideiUen o^t ^i» • • • ^V-i ™u^ d^r. Zahlenreihe 0, 1, 2, .... p — 1 
entnommen siein. Oflenbar kann man nun nach bekannten Sätze& aus der 
Comb]iiations*Lehre /i* solche Ausdrücke bilden. Da aber unter diesen einer 
irt» dessen sämmtliche Coeffidenten sind, und der mithin selbst ist, so bld- 
bep^ mit Ausschluss von diesem, p* — 1 verschiedene kleinste Reste. 

4) Zwei Ausdrucke von o, welche- verschiedenen kleinsten Resten nach dem 
Modul (/?,a).congruent sind, sollen überhaupt verschiedene Ausdrücke nach 
dem Modul ip,a)p oder schlechtweg verschiedene Ausdrücke heissen. 

5) V Ausdrücke von ».nach dem Modul (/^»a) sollen einfache heissen , wenn 
dier CoefBdent. ihrer höchsten Potenz gleich 1 ist, vielfache hingegen, wenn 
er niaht 1 ist 

_6).. Jeder vidfadbe Ausdruck von x ist einem einfachen Ausdruck desselben 
Grades, muhiplicirt in den Coeffidenten der höchsten Potenz von x, nadb dem 
Modul (/7.a) cong;ruent 

Bewds wie in $. 2L, mit Hinzuziehung des Zusatzes zu (§. 19.). 

7) Ist es . möglich ein Prpduct ^weier Ausdrücke von x aufzustellen (von 
denen aber keiner einem niedrigeren Grade als dem ersten angehört)^ welches ei- 
nem gegebenen Ausdrucke nach dem Modul (p,ai congruent wird, so soll je- 
der der Factorep ein Factor oder ein Divisor des gegebenen Ausdrucks in 
Bezug auf den Modul (/'»a), öjJer,' wenn keine Zweideutigkeit zu befürchten 
ist, blolss ein Factor ö4er Divitor desselben heissen. 

lEin Ausdruck von *x' vom wfen Grade, der keinen Divisor nach dem 
Modul ip^) bat, soll ein irreductibler Ausdruck vom m^ Grade nach dem 
Modul {p^a) heissen* « 

8) Ein Rest nach dem Modul (/>,«), der, in einen Ausdruck von x statt x 
gesetzt, den Aüsdfruck = Ü' (mod. p^ck) macht. Wird eine Wurzel des Aus- 
drucks faä'ch 'dem lMf(>dui (>9,a) heisSen. 

38» ^ 
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9) Ein Ausdruck von x, der vom m^ Grade ist, kana hScbileDs m ver- 
schiedene Wurzeln nach dem Modul (;7,a) haben. 

Bevpeis. Man setze den Ausdruck nach {J^ö. 6.) cohgruent flb(*'"+ ä{xf^^ 
+ .... + flr„ (mod. /?,«), Yfo Qq, Ol, . . . a^ Ausdrücke von a nach dem Modul 
{p, a) bedeuten. Gesetzt nun tfiOL wäre eine Wurzel jenes Ausdrucks, so hStte 
man a^ (91 a" + a^ 91 a"*"* +....+ fl„,) s (mod. p, a) und* daher a^ \ (äT— i^a*) 

+ öi(x"*-* — 9^«'^*) + a"-*(x— g)ia){ = floCx"" + fliX"»"^ + . . . ; +öj 

(mod. ^,a). Offenbar hat aber der Ausdruck auf der Knken Seite ded Factor 
X — 91«: man kann daher den Ausdruck auf die Form flo(x — 91«) {x*^ 
+ Äix"^' + ... + ... Ä„^) bringen , wo Äj, Äj, . . . Ä„^i Ausdrfidte von <3& bedeu- 
ten. Gesetzt nun 92^!^ wäre eine andere Wurzel des Ausdrucks, 'so m^sM^ 

öo(9aa — 9ia) (9aa'*"^ + by 93«'^* + + *».-i) — (mod. rf/flt) seiö; Da 

aber ^0(92^ — 91 a) nicht = (mod. /7,a) sein kann, so ittuss 9jt.aT^'+-Äi 
92«"*"*+ .... flm-i — (mod. p,a) und, aus ähnlicheni* Grunde wie vorher, 

a;^* + Äia;^* + Ä^i— (^ — g>2«) (x'^* + C4X*-* + *'.. . r^j) (intA. p,a) 

sein, wo ^1, Cj, . . • .c„^i Reste nach dem Modul (;?,a) bedieüten. Es.Vird 
mithin floC^c* + aix"^^ +..... + ö„,) = ao(x — 91«) (a? — 9,«) (x"^ + CiX*^ 
+ . . . c^ (mod. p,a). Durch fortgesetzte Schlussfolgen derselbe Art findet 
man, Wienn 9xa, 92a, * • • . <fmß sämmtlich Wurzeln d^'s vorgelegten Ausdrucks 
sind, ao(x'"+öiX"^*+....+fl^) = öo(3C — 9ia) (^c— 9aa) (a?— 93a)....(^— 9^a) 
(mod. ;7,a). Collie der Ausdruck nun noch einen Rtetipa zur' Wüi^elhsdben, 
so mfisste a^{^a—(fia) (if^a — 92«) ('^^a — 93«) • • .'. t'4'»~^mIi)^^'(niod> p,a) 
sein. Dies kann aber nicht anders geschehen, als wenn ein'clir der Factoren 
'^a — 9ia> '4^« — 92«» c*c« — ö (mod. /?,a) wird. Da dies liicht angeht, 
weil nach der Voraussetzung if^a von sämnltliched /7i Wurzeln 91«, 92a, 
• • • 9ma verschieden ist, so kann der Ausdruck nicht mehr als rh verschiedene 
Wurzeln haben. 

Zusatz. Da sämmtliche kleinste Reste, ausser 0, nach dem Modul {p, a) 
Wurzeln des Ausdrucks x^"~* — 1 sind (§. j!9*)» so Ibigjt, dass, wenn man 
dieselben mit cpia, cp2«» ? ^1^ bezeichnet, stets die Copgruenz 

o/""* — 1 = (x — 91«) (cd — (p2a) ...-.(» — cp »_^ «) (mtfd. /?,c) Ätatt find^' 
werde. 

10) Ist das Product aus einem Ausdruck von x, nach dena Modul (Pto) und niich 
einem irreductibeln einfachen Ausdruck desselben Moduls» dem it^ifoducte zweier 
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andern ÄusdrSoke nach dem 'Modul {p^a) congrueat, so. hat einer derselben 
den irreductibeln Andruck nach dem Modul (/>,<>) zum Dinsor. . 
Becpeis wie in §. 5. 
11) Jeder Ausdruck kapa iUiir auf eine Weise dem Producte einfacher iire- 
dnctibter - Ausdrucke von, X und. eincfs Rests nach 'dem Modul ip^a) con- 
gruent gesetzt werden« 



Beopeis wie in $. 6. 



§. 21. 



^ErUärmg' w»d Aebrsati. Ist y die kleinste Zahl, welche, als Es^ 
ponent zu dem Reste (pa gesetzt, die hervorgehende Potenz ^ 1 (mod. p^a) 
macht« so soll gesagt werdeUf spa gehöre zu ^. . 

Gehört tpä zu 9^», so muss g ein Theiler von >e7"— 1 sein. 

Bea^. Gesetz! q vrire kein Factor von p* — 1, so setze man p* — 1 
=z q.d+ r, wo d der Quotient ist, den man bei der Division von p^ — 1 
Siitch q erhSlt, und r der TRest Es ist mithin r < q. l)a nun (ya)***^ — 1 
(mod. p,a) (§. 19.), und (91^ s 1 (mod. p,a) ist, wegen (9«)^ = 1 (mod. p,a), 
so ist oßenbär auch X^a)**^ 1- (mod. p,a)\ geg^n die Voraussetzung, da 
r<..^.ist.. . ., ■:".;,• -; '• • 

. \^iisatu GMiort nun* ^ zur Zahl q^ $0 werden sammtliche Ausdrüdie 
?«k {90^',:. . . . (?a)*^\ (9a)*.'den Ausdnick. X* — Isft (mod.p,a) roachen 
und sämmtficb Von etj^ander verschieden seim Denn wären; etwa^ zwei ,-0011- 
gruent, deren. Evpotienten./Ci und V sein mögen, so müsate^ wenn ^>/^ ist, 

auch (pa ^1 (mod. p,a) sein; was niehf möglich i^t, da v und /i, und da- 
her auch V — /u, kleiner als q sein muss« Es mussmithin (^. 10. «H^» 9«) x^ — 1 
s (sc — <Pä) (x — ^ <fa^ (x — 9»^) ..... (^ — 9«^ mod.pfo) sein. 



»... 



jf^ehrsatz. Gehört (pa zum £i|]tQE)ei)ten y und , i{;a zum Ezponqitf en ^y, 
so kann man stets einen Ausdruck bildep, der zu dem kleinsten gemeinschaft- 
lichen Vielfachen von /^ utpd q gehört, , Sucht man von diesem Ausdruck seine 
vecfchiedenen Vp^^zeti, sq werden unter denselben zwei Ausdrücke yorikoinmen, 
die.fqjt fuf,.und.a|ya jvpch ;dem Modul ip,a) congruentjsind.^ 



■■"I**. 
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B€(Mis. Sind/Diid q relative Primsablen» so inrd q» ^ ^{m» zu /.q 
gehören, i Zunächst ist nämlich - W, ; • 

(<pa . if;aK^ = dfc/)^ (xf^a*/= 1 (möA p^a)» 
weil (^(J«y s 1 und'i|«y^2 (niod^;»,a); '. » 

ist. Hieraus folgte dass der Exponent, zu wekhem ya.^agehSrtg; ein Tl^iler 

von p.q sein muss. Wäre er nun -* ?", wo q und f, so wte "^ und ^ ganze 

Zahlen sind , so hätte man f n 

(^a.ipa) ^ = 1 (mod. /?yo). 
Erhebt man beide Seilen dier Gongruenz auf die <|^ Potem, xmd iNNleokt,. dass 

(ij^a) ^1 (mod. p,a) sein Inuss, so erhält ibän (cpa) ^f (mod./»,d). 
Da aber cpa zu y* gehört, so muss f'q nothwi^ndig. ;ein VieHaches^ von /^ 

X' ' ' • . - * ' / * 

wv.«.. p eine gsuize Zahl sein. Da aber q zu y^ mithin auch zu fr .als eiuem 

Factor von^ relative Primzahl ist, so kann -^, nur eine glänze ZAA sein, 

wenn f gleich 1 ist. Es muss mithin/ gleich 1 und dbenfalls, nach ähnlichen 
SthläsMD, q gleich 1 sein. Da nun fq das Ueiqste Yielfadie von '/und q ist, 
WtüD diese relative Primzahlen sind; und g>« . a|ia zu /^r gehört, so kt, unter 
der^ jetzt gemachten Aninahme, der erste Theil dieses Satzes bewiekien. *• 
i^ ' Sind nun / und q nicht relative Primzahlen, so setze ^inai^ ' < 

/ q= a^i^ c^ ,.. .e^ffifi, 

wo a, by c, . 4 e, ^, /, . . Primzahlen, und ä, ß, y^. . • e x, X^ an 'Wie a, b, 
C» • • • e, g, (, ganze positive Zahlen oder ip der Art bedeuten, dass die 
Werlhe a, /?, y , . ., einzeln verglichen, nicht kleiner sindv als die ihilen ent- 
sprechenden in a, b, c, . ., und dass die Werthe e, 9, I . ., einzeln verglichen, 
nicht kleiner sind, als die ihnen entsprechenden itl e, x, X; • • . Setzt man nun 
a^lfcr . . . = M,e^^P^. .n und ' v • 

so wird ofTenbar MN das kleihste gemeinschaftliche Vielfache r<^ f:q iki&. 
Da nun 9a zu Mn gehört, so tnuss (ipay im'Mi und da 'tH)cfM' rniff gebort, 
so muss (;^ccy zu N gehören. Offenbar sind aber M und N relative Primzah- 
len, daher muss (cp^)" (}\)ccy dem Obigen zufolge zu MN oder zu dem klein- 
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9tan .^emeiQaehi^fi|j||keil Vielfadben von y* und q gehören, und es ist somit der 
e^ate.Tbeil des l||{ks allgemein bewie 

Setzt man nun voraus, fia gehöre zu einem Vielfachen von /» z. B. zu kf, 
so werden säromtliche Potenzen von diesem Ausdrucke, deren Eätponenten klei- 
tfet* all hf sind, von efnitoder vertchlllden seiil. Da miÖiih^ audi die Ausdrucke 
(jictf,{fiaf^y .... (^a)-^* sammtlich verschieden sein müssen, und da alle diese 
Ausdrücke der G)ngruenz a/ — 1 s fr (mod. /?,«) genügen, so bilden sie die 
sShndütlicIieh Wurzeln dersdben. Jeder Ausdruck, der nun ebenfalls dieser 
Gongraeüz" genügt, also auch <p<r, welbhes tu/* gehört, muss irgend einet -Po- 
ttot Von fit» coMgrüentiirerden: Selxt man statt fta deh Atisdnick^(9a)" (^I^äJ", 
16 folgt, da derselbe ^XiffM gcihSrt, Also zu ehtem Vielfachen dttr Zahlen / 
and y, zu welehe^'^a JitiA '^a ^hoteü, dinis er einier der Potenten von (fifctf 
Cil^cr)* Wach dem Modul X^,a) cöngruedt werden müsse. XÄid biertait ist der 
zweite Theil des Satzes bewiesi^. ' 

Erkldfung^ und Lehhiäz^ Ist « die VVurzel eines Ausdrucks vom 
nM Grade, so sollen dier Ausdrüdte voli o, oder dife Reste häch dem Modul 

(^>«)> welche zu /?" — 1 gehSi'en, primitive Wurzeln der Corigruenz o:'^* — 1 
= (mod. p, a) heissen. 

. Es giebt so viele primitive Wurzeln der Congruenz af~^ — 1 ^ 1 
(jaioä. p,a), als es Zahlen giebt, <|ie kleiner als p^ -r- X und zu dieser Zahl 
relative Primzahlen sind. 

JB^iveis. Zunächst ist zu zeigen ^-dass. überhaupt primitive Wurzeln 

y^i^ Cpijgrijenz;f^;f ~* -^4 ^.0 (mod. p,a) ^eiistiren. Nach $• 2g). kann 
man stq^ einen^A^ii^druck w Grunde legen, der in seinen verschiedenen, Po- 
tenzen ircjend z^ei. gegebene Ausdrücke« erzeugt Sollte nun unt^ den .Pp- 
tenzen dieses Restes nach dem Modul (p^a) noch irgend ein Rest nach dem- 
^I>en Modul nicht' enthalten sein, so hildie linati wieder '($. 22.) einen Rest, 
der in seinen verschiedeneb Pöfehieh sowohl diesen Rest, als aikch denjeni- 
gen erzeugt j, in dessen verschiedenea Potenzen die ersten beiden Reste vor- 
kommen: dann folgt, dass in den Potenzen des zulfetzt gebildeteh Rests die 
gewählten dr«i Reste enthalten sehi w^ehj Durch eih fortgesetztes Ver- 
fatiren - d^ilselben Art^^^ muss « man tiatürh'ch ^ttletzt einen- R^sf «halten , der 'M 
seiiteir> iterschiedenen Pbtenzerf s^mmtlietie- p" «^ 1 Restef tfaich dem Mbdtal 
(p,a) erzeugt. Gesetzt nun, (fcc sei ein iblcher Rett «iid'm«iÄe relativer PriM^ 
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zahl zo /9''— 1, 8o nrnss auch (<pa)"* eine priinitrre ^V^^OrtiB^ der Congrueoz 

rr''""* — 1 = (mod. p,a) sein. Wollte man nämlich anilehmen, ^a* gehöre 

zu X, so müsste 9a ^1 (mod. p^a) sein, und es müsste mx ein Vielfaches 

Ton p — : 1 ^ein : da aber m relative Primzahl zu P*. — * 1 ist, so mufs . ap das 
kleinste Vielfache von ./>" — 1 d. h. p" — 1 selbst sein. Es wird railhin 

so viele primitive Wui:zeln der Congruenz af~^ — 1 = (mod. p) geben, ak 
es relative Primzahlen zu /?" — 1, giebt^ die Ueiner sind: aU dieae Zahl, 1 .mit 
eingerechnet. . Lässt man die Exponenten über p" — 1 hinaus wachsen» so 
werden die daraus hervorgehenden Potenzen von gur denjem'gen Poteqzea dieses 
Rests congruent sein, welche zu Exponenten gehören, die oiit jeneq nach 
dem Mpdi^ P"" — ^ congruent sind, oder (^sxo)* wird ^ C^ay^ (mod. p.a) afeio, 
wenn r der kleinste Rest ist, den z, durch p" — 1 dividirt, lässt. Dies folgt 
leicht, wenn man für z eine Zahl von der Form (/?*--•. 1) q +.r setzt, wo q 
den Quotienten angiebt, den or, durch p^ — 1 dividirt, giebt, und r den Rest 

Zusatz. Bezeichnet ri» eine primitive VVurzel der Congruenz a?'^""* — 1 

^0 (mod, p), so folgt aus .(§. 20. JVo. 9. JZus.), dass. *^"* — 1 = {x rr- ra) 

{x — rj) (x^ra?) ...... (x ^ n/''^) (ipod. p) ist 

§.24. 

Lehrsatz. Ist die Norm eines einfachen Ausdrucks von x in Bezug 
auf einen zweiten einfachen Ausdruck congruent (möd.^, a), so ist auch die 
Norm des zweiten in Bezug auf den ersten congruent .0 (mod, />,«)• 

BewÜs. Nennt man die einfachen Ausdrucke, um die es sich handelt» 
Fx'uTkA (fx, so folgt zunächst, dass NF und ;A^9)|7i Ausdrücke der CöefliGi- 
enten von Fx und von (px sein werden. Da aber diese Cbelfiaenteh selbst Aus- 
drücke von a sind, so folgt, dass iVjP und IY(pp bloss Ausdrücke von a sein 

werden. Da nun aber {§. 7. Einl.) ± IVF^ = Ntfp ist, so folg^ dass JVfp 
und NF^ stets zugleich = (mod. p,a) sein werden. . 

■ g. 25. _ ..'/.'''[,. 

Lehrsatz. Die Norm eines Ausdrucks von x in Bezug auf einen sweir 
ten Ausdruck, der dem Product mehrerer Ausdrücke congruent ist; ist dem 
Product der Normen des ersten Ausdrucks in Bezug auf sammtiicbe Factoreo 
des zweiten nach dem^ Modul p^a congruent. 
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Beiveis wie in $. 9. 

§. 26. 

Lehrsatz Die Nonn eines irreductibeln einfachen Ausdrucks von cc 
nach dem Modul (Pfo) kann in Bezug auf einen zweiten Ausdruck von x von 
genngerem Grade nicht congruent (mod. p^ cc) werden. 

Beweis wie in ^. 10. 

§. 27. 

Lehrsaiz. Ist Fa: ein irreductibler Ausdruck und <fx ein einfacher 
Ausdruck nach dem Modul (p^aX so ist Fa: ein Divisor voö ^x in Bezug auf 
den Modul p,a, wenn NF^ ^0 (mod. p,a) ist. 

Beweis wie in §. 11. 

§. 28. 

Lehrsatz. Jeder zu dem Modul (f^a) gehörige Ausdruck von x, des- 
sen Wurzeln 9 in eine bestimmte Potenz eines irreductibeln Ausdrucks gesetzt, 
dieselbe^ wenn man sie mit einem gewissen Rest des Moduls (p,a)9 der nicht 
= (mod. PfO) ist, multiplicirt, einem bestimmten )9 fachen Ausdruck der je- 
desmaligen Wurzel gleich machen, ist selbst eine Potenz jenes irreductibeln 
Ausdrucks nach dem Modul (p,a). 

Beweis wie in §. 7. 

$. 29. 

Lehrsatz. Entwickelt man die Gleichung für einen Ausdruck der Wur- 
zel eines in Bezug auf den Modul (p,a) einfachen irreductibeln Ausdrucks, 
und bezeichnet dieselbe durch Gz = 0, so ist Gz in Bezug auf den Modul 
(pfO) entweder irreductibel, oder die Potenz eines irreductibeln Ausdrucks. 

Beweis wie in $. 12. 

Zusatz. Ist der Grad des einfachen irreductibeln Ausdrucks von x 
grosser als der Grad des Ausdrucks seiner Wurzel , so kann G z nicht 
^ (iZT— jBi)"* (mod. p,a) werden, wenn Bi einen Rest nach dem Modul (p,a) 
und m den Grad des irreductibeln Ausdrucks von x bedeutet. 

§. 30. 

Lehrsatz. Ist cpo? in Bezug auf den Modul (/>,«) von einem hohem 
Grade als dem 0^ und von einem niedrigeren Grade als dem m^, so kann nicht 
Crelle's Journal f. d. IL Bd. ZXXL Heft 4. 39 
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Qfo^y ^ ^a^ + Fa:.Qa: (mod. p,a) sein, wenn n den Grad des irreductibeln 
Ausdrucks anzeigt, von welchem a eine Wurzel und JFh nach dem Modul (pA) 
irreductibel und vom mfen Grade ist» und ferner Qx irgend einen Ausdruck 
nach dem Modul (ptCi) bedeutet. 

Becveis. Existirte obige Congruenz, so konnte man dieselbe auch so 

schreiben: (fx\^af "** — 1 } ^ -Fo?. Qx (mod. )9,a). Bedeutet aber rx eine pri- 
mitive Wurzel der Congruenz x'^"* — l=0(mod«/',aX sohat man nach (§.23. 
Zus.) o/"^ — 1 = (x— ra) (^— (ra)*) (^_(ra/*-*) (mod. /7,a), und hier- 
aus folgt (qDxy^""* — 1 = (g)X — ra)) (yrr — (ra)*) (^x — (ra)^"*) 

(mod. /^,a). Sollte nun obige Congruenz bestehen, so musste JPx in Bezug 
auf den Modul (/?,a) ein Theiler der Ausdrucke yar, tfx — (ra), 

957— (ra/"""* sein (§. 20. •TVb. 10.). Da aber jeder dieser Ausdrucke von ei- 
nem niedrigeren Grade als dem mf^n ist, so geht dies nicht an. 

$. 31. 

Erklärungen und Lehrsäize. Bedeutet jFj? = (moA.p. a) eine ein- 
fache irreductiblc Congruenz, und ß eine Wurzel der Gleichung Fx = 0, 
%o sollen zwei Ausdrucke von ß^ deren Coeflicienten Ausdrucke von a sind, 
nach dem Modul {p, a,ß) congruent heissen, wenn sich der eine von ihnen als 
Summe des anHern und eines p fachen Ausdrucks von /?,^ dessen Coefficienten 
ebenfalls Ausdrücke von a sind, darstellen lässt. 

1) Ist also <pß = 'x!l)ß + pRß, wo y/?, ^ß, Rß ganze rationale Func- 
tionen von ß bedeuten, in welchen die Coeflidenten Ausdrücke von a sind, 
so ist tpß congruent '\\>ß in Bezug auf den Modul (/7,a,/?,), und es wird geschrie- 
ben werden : tpß = \\>ß (mod. p^%ß). 

2) Ist ifß = li^ß (mod. Pf aß), so ist Fx in Bezug auf den Modul (/>,a) ein 
Theiler von tpx — oj^x. 

Beweis. Da Fx nach dem Modul (^, a) irreductibel ist, so lässt es 
sich in algebraischer Beziehung gewiss nicht in zwei Factoren zerfallen, die 
ganze rationale Functionen von x und deren Coefficienten Ausdrücke von a 
sind. Hieraus folgt nun, ähnlich wie in (§. 3 Einl.), dass Fx mit einem Aus- 
drucke von X, dessen Coefficienten Ausdrücke von a sind, nur dann eine 
Wurzel gemeinschaftlich haben kann, wenn es algebraischer Divisor des 
Ausdrucks ist Da nun abor Fx = 0, und yx — 'xpx-^pRx = die Würz- 
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zel ß gemeinschaftlich haben, so muss J!c ein Factor von 9X — *t[«c _ /?JRx 
und mithin in Bezug auf den Modul (pfO) ein Factor von rpx -^ a|;x sein. 

3) Wenn das Product zweier Ausdrucke von ß congruent nach dem Mo- 
dul (p,afß) ist, so ist einer von jenen Ausdrucken selbst nach diesem Modul 
congruent 0. 

Beweis wie in §. 14. JVo. 5. 

4) Eine Function von o?, deren Cocflicienten Ausdrücke von ß nach dem 
Modul (pfOiß) sind, soll ein Ausdruck von x nach dem Modul (p,a,ß) heissen* 
Zwei solcher Ausdrücke werden einander congruent gesetzt nach dem Modul 
{pAiß)» wenn die Coefficienten der entsprechenden Potenzen von x in bei- 
den nach diesem Modul congnient sind. 

Zusatz. Nach dieser jetzt eingeführten Bezeichnung kann man den 
Inhalt des $. 30. folgendermassen aussprechen: Wenn ß die Wurzel eines 
irreductibeln Ausdrucks vom mien Grade nach dem Modul {p»a) ist, und 9/? 
bezeichnet irgend einen Ausdruck von ß, dessen CoetBcienten Ausdrücke von 
a sind, und dessen Grad in Bezug auf den Modul iPfO^ß) kleiner als m und 
grösser als ist, so kann nicht ((pßf =- ^ß (mod. PfOi,ß) sein. 

§. 32. 

Bedeutet Gx einen Ausdruck von x nach dem Modul (^p,%ß), und stellt 
man sich die Coefficienten dieses Ausdrucks durch Division mit Fß auf ihre 
Reste rcducirt vor (weil die Vielfachen von Fß mit diesem Ausdrucke selbst 
verschwinden), mithin auf lauter Ausdrücke von geringerem Grade als Fx, 
und diese Ausdrücke reduciren sich nicht sämmtlich auf Ausdrücke von a, 
indem die verschiedenen Potenzen von ß nur in solche Ausdrücke von a mul- 
tiplicirt sind, die nach dem Modul (/',a) congruent zu setzen sind: so kann 
auch der Ausdruck von x, dessen Wurzeln die (p'^yen Potenzen der Wurzeln 
von Gx sind, nicht mit Gx nach dem Modul (/;,a,^) übereinstimmen. Setzt 
man nämlich Fz = q^o-^ + Vi^^^ + 9^*^ wo gpo» g^n . • . . y* Aus- 
drücke nach dem Modul (p,cL,ß) bezeichnan, so folgt aus (§. 13, •TTo. 2.), dass 
der Ausdruck von Xj dessen Wurzeln die (p'^yen Potenzen der Wurzeln von Gx 

mid, nach dem Modul (p,a,ß) congruent y© --«^ "+• Vi''" ^""^ + . . . . -f- 9?/" 
sein werde. Da nun aber diejenigen unter den Coefficienten von Gx. die sich 
nicht auf reine Ausdrücke von a reduciren , nicht mit ihren {p'^yen Potenzen 
nach dem Modul (p,a,ß) congruent sein können (§• 31.), so kann auch Gx 
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nicht mit dem Ausdruck congruent nach dem Modal (p^o^ß) sein, dessen 
Wurzeln die (p')^ Potenzen seiner Wurzeln sind. 

§• 33. 

Lehrsatz, Es kann nicht ^^ ^ ß (mod. p,a,ß) sein, wenn k eine 
ganze Zahl bedeutet, die kleiner als der Grad des Ausdrucks Fac ist. von 
welchem ß eine Wurzel ist. 

Beweis. Wäre /3^" = ß (mod. p, a, ß), so wäre auch (o? — ß) 

(a:-i8^") (x-ß^"^) .... (rr-/5<*-'>") = (a;-^^) (a;-/?'*') ... (a^-ß^^^'n 
(o? — /?*") (mod. p. a, /?). Da der zweite Ausdruck die (/?")<«» Potenzen des 

ersten enthält, so müssten nach ($.32.) die Coeßicienten von (jc—ß) (o?— 7?"") .... 

(it—ß^ ") auf reine Ausdrücke von a sich reduciren. Im Uebrigen folgt 
nun der Beweis wie in (§. 17.). 

§.34. 

Lehrsalz. • Ist Fof =0 (mod. p, a) eine einfache irreductible G>n- 
gruenz vom Grade m, deren Coefficienten im Allgemeinen zum Modul (j>,a) 
gehören, und ß eine Wurzel von Fx, so ist stets 

Fa^ = (a;-ß) (ar~/y") (^-/y^) (a>./9^'""*')(mod.;;,a,y?) 

und ^'"'"-^ = 1 (mod. p^a^ß). 

Beweis. Da die Coefficienten von Fx Ausdrücke von a sind, so sol- 
len sie durch ^Pia, ge?a«> • • • S^m bezeichnet werden. Es ist mithin Fd? = j;* 
+ q>^a . a^^ -4- y^a . ä;*^ + . . . + gp^a. Aus (§. 13. #119.) folgt nun, dass 
derjenige Ausdruck, welcher die p Potenzen der Wurzeln von Fjc enthält, 
wo k irgend eine ganze Zahl bedeutet, nach dem Modul {p^cc) congruent 

X™ + {<PiO^ ^'^ + (y2a)^V^'' + + (<Pm^y^f und daher aus (§. 19.), 

dass dieser Ausdruck nach demselben Modul congruent o;"* + ge?| a . ^r^"* 

+ gpjtt . o?*""* + ...... + fpm<^ sein werde. Hieraus folgt F{ßr) = 

(mod. p,a,ß). Im Uebrigen ist der Beweis, mit Hinzuziehung der (§. 31 
und 33.), ganz ähnlich dem in §. 18. 

Zusatz. lsty*.r = (mod. /?,«) eine einfache irreductible Congruenz 
vom Grade /i, in welcher aber die Coefficienten ebenfalls Ausdrücke von a 
sind, aber ganzen reellen Zahlen nach dem Modul (/?, oe) congruent gesetzt 
werden können, so ist 
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yä? = (a: — a) (4; — O . . . . Qc-^of ) (mod. p,a) und a/^"^ — l=0(mod./;,a). 
Der Beweis kann durchaas wie in §. 18. gegeben werden; was da- 
rauf beruht, dass die Sätze , welche sich auf reelle ganze Zahlen als G)effi* 
deuten nach dem Modul p beziehen, naturlich auch unmittelbar für den Mo- 
dul ip,oi) gelten. 

§. 35. 

Die Sätze über die Moduln von der Form (pta,ß) hätten noch voll- 
ständiger aufgezählt und auch noch auf zusammengesetztere Moduln ausge- 
dehnt werden können, indessen scheint es, dass der Gang, so wie die Resul- 
tate dieser Untersuchung, klar genug vorliegen, und dass also die weitere 
Ausführung nicht nöthig ist. 

Wir wenden uns demnach zu dem Theile der Untersuchung, der sich 
mit dem Beweise der Existenz irreductibler Congnienzen von jedem Grade 
nach dem Modul/?, und mit der Anzahl solcher (Kongruenzen beschäftigt. 

$. 36. 

Lehrsatz. Ist/iV^O (mod./?) eine irreductible einfache Congruenz 
vom Ti^e» Grade, so wird der Ausdruck, welcher die (p* — l)ien Potenzen der 
Wurzeln von fx enthält, nach dem Modul p congruent (x -^ 1)" sein. Setzt 
man ferner, /i| sei eine ganze Zahl und kleiner als n, und den Ausdruck, welcher 

die (/? ^ — !)<«» Potenzen der Wurzeln yonfx enthält, gleich /ir, so kann nicht 
diX) congruent nach dem Modul p sein. 

Beweis. Bezeichnet a irgend eine Wurzel von fx, so folgt aus 
$. 18., dass sich stets für jede dieser Wurzeln eine Gleichung von der Form 

af* ""* (= 1 +pRa) (wo jRa einen bestimmten Ausdruck von a bezeichnet) werde 
aufstellen lassen. Bezeichnet man nun die übrigen Wurzeln von fx durch ay «^ 

... a^^, so folgt (or-a''"-^) (or-a/'-O-C^ -«„-/"-') = (x — 1 ^ pRa) 
{x — 1 — pRoLi) . . . . (oT — 1 — pKan^i). Dieser letzte Ausdruck ist aber 
offenbar = (o; — 1)" (mod. p,a); wodurch der erste Theil des Satzes be» 
wiesen ist. 

Nehme man nun an, J(l) wäre = (mod. p), so müsste dx in Bezug 
auf den Modul p den Divisor x — 1 haben. Da aber nach ($.12.) dx 
die Potenz eines irreductibeln Ausdrucks sein muss, so würde folgen: 

rfx = (o? — 1)" (mod. p). Es ist aber dx =^ (x — o'^'^O D(x,a), wo D(x,a) 
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den Quotienten angiebt^ den man erhält, wenn man dw durch x—af"'-i divi- 
dirt, und dessen G>eßicienten mithin Ausdrücke von a sind. Man erhält 

ako (x— 1)* s (o? — o^*-* DQVfO) (tnod. p,a). Hiemach musste aber of- 
fenbar o? — 1 So?— of"*-* (mod. p,a) und 1 s a/^^-^ (mod. p,a) sein; wel- 
ches nach ($. 17.) nicht angeht, indem n^ <! ra ist. 

Zusatz. Enthält irgend ein Ausdruck, in Bezug auf den Modul p, 
einen irreductibeln Divisor vom Grade m, und bezeichnet man den Ausdruck, 
welcher die (p"*— 1 ^fc» Potenzen der Wurzeln jenes Ausdrucks zu seinen 
Wurzeln hat, durch dx^ so wird dx offenbar den Factor {x — 1)" in Bezug 
auf den Modul p enthalten, und demnach muss dann d(i) = (mod. p) sein. 
Wird nun aber J(l) nicht früher =0 (mod. />)« als wenn ni =^ n ist, so ist 
nothwendig der in Betracht gezogene Ausdruck irreductibel. Also erhält 
man folgenden Lehrsatz: 

§. 37. 
LeliTsatz. Ist der Ausdruck fx von der Art, dass diejenigen Aus- 
drücke von 07, deren Wurzeln die (p"^ — l)<«i Potenzen der Wurzeln 
von fx sird, nicht nach dem Modul p congruent werden, wenn man in ih* 
nen, 1 statt x setzt, so lange Ui < n ist, so ist fx. in Bezug auf den Modo! 
p irreductibel. 

§. 38. 

Lehrsatz. Ist Fx ein einfacher irreductibler Ausdruck nach dem 
Modul (p,a) und vom Grade m, und ist a die Wurzel eines irreductibeln Aus- 
drucks vom Grade n nach -dem Modul p, so ist der Ausdruck, dessen Wur- 
zeln die (p"*" — lyen Potenzen der Wurzeln von Fs sind, congruent {x — 1)* 
(mod. p, a). 

Der Beweis folgt ähnlich wie in (§. 36.); doch hier mit Hinzuziehung 
von (§. 34.) statt (§. 18.). Auf ähnlichem Wege, wie vorher, ergiebt sich 
folgender Lehrsatz. 

§. 39. 
Lehrsatz. Ist der Ausdruck Fx von der Art, dass diejenigen Aus- 
drücke von X, welche (p"*" — 1)^ Potenzen der Wurzeln von Fx sind, 
nicht nach dem Modul (p>a) congruent werden, wenn man in ihnen 1 statt x 
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setzt, so lange nsi < m oder als der Grad von Fx ist, so muss -Fsc in Be- 
zug auf deo Modul (p,OL) irreductibel sein. 

$• 40. 

Lehrsatz. Ist m ein Theiler von p^^l und g eine primitive Wurzel 
der Congruenz a^^ — 1 = (niod. p), femer k eine relative Primzahl zu iw, 
so ist o;^ — ^ ^ (mod. p) eine irreductible Congruenz. 

Beweis. Da m ein Theiler von p ** 1 ist^ so wird die Congruenz 
a?'* — 1=0 (mod./?) m reelle Wurzeln haben. Nennt man dieselben y^, y2f*»y** 
so wird der Ausdruck, dessen Wurzeln die (p^ — 1)<» Potenzen der Wurzeln 
von oT — ^ sindy nach dem Modul p dem folgenden Ausdrucke congruent sein: 

(x-G-V?)"-') t -(n??)"-') (x -(yi?)"-). 

Da aber oflenbar jeder Werth von y, zur (/>' — 1 )<«• Potenz eriioben, = 1 

(rood.p)ist, sowirdderAasdrackdieeinfachereGestaltVx — g^ * ^ ), amx^mta. 

SolItedieserÄusdracknunfurx=:lcoDgruentO(niod.yp)werdeD,8omusste^ V » / 
= 1 (mod. p) sein. Es ist aber *(^) = k, (£=1) {;^»+ p*"* + ....+ 1}, 

und da ;? s 1 (mod, » — 1 ) ist, so ist k ^-^^ (;»♦-» + fi*-* + . . . -|- I) 

=fc " . y (mod. p — 1). Da aber k relative Primzahl zu m ist, so kann 

k. . 9^ nur dann = (mod. p — 1) werden, wenn q den Factor m ent- 

hält So lange also q einen kleinern Werth als m hat, kann g nicht 

= 1 (mod. p) und mithin der Ausdruck^ dessen Wurzeln die (p* — l)toi Po- 
tenzen der Wurzeln von x"*— g* sind, nicht, wenn man in ihm x = 1 setzt, 
= 0(mod. p) werden. Demnach ist (§.37.) x"* — g* nach dem Modul p 
irreductibel. 

§, 41. 

Lehrsatz. Ist ra eine primitive Wurzel der Congnienz x'''*""* — 1^0 
(mod. p, a) und m ein Theiler von /?" — 1, ferner k eine relative Primzahl zu q, 
so ist x^^— (ra)*ein irreductibler Ausdruck nach dem Modul CPß^X 
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Becoeis. Da m ein Theiler von/?" — 1 ist, so wird die G>Dgnien£J 
oT — 1 (mod. p, a) m Reste nach dem Modul ip,a) zu Wurzeln haben. NeoDtl 
man dieselben y^, yi, . . . y'", so wird der Ausdruck, welcher die (p"^ -^ l)fc» Po*T 
tenzen der Wurzeln von x" — ra} als Wurzeln enthält, nach dem Modul 
(^PA) congruent ' 

(.-(y.K^)'--')(x -{yS^y-') (x-(yi^)^-') 

werden. Da aber p"^ — 1 den Factor p* — 1 «Enthält, so wird jeder Werth von 
y, zur (p"' — l)kn Potenz erhoben, congruent 1 (mod.p»a)' werden. Der Ausdruck 

geht also in den einfacheren vx—(ra) "* ^ über. Sollte dieser Auadruck 
nach dem Modul (^, a) congruent werden, wenn 07 = 1 ist, so musste 

(ja) "* ^1 (mod. p,a) werden. Dies kann aber nur geschehen, wenn 

kJ^^l=:l ein Vielfaches von p"-l ist Es ist aber Ä.2— 1 = k^^^^ |p-<f-« 

+ p^^^ + + 1 1, nnd da p* = 1 (mod. p*— 1) ist, so ist 

ä£;1=1(p"<^-« + p-<^-« + .... + 1) = *.e!=i.y(inod.p-_l). 

Dieser Ausdruck kann aber, da Ar zu m relative Primzahl ist, nur dann con- 
gruent (mod. z?"— 1) werden, wenn q den Factor m enthält So lange also 
q einen kleineren Werth als m hat, kann der Ausdruck, dessen Wurzeln die 
(p^— !)<«» Potenzen der Wurzeln von x* — (ra)* enthalten, nicht für o; =s 1 
nach dem Modul (p,a) congruent werden, und mithin ist af^ — (ra)* nach 
dem Modul (p,a) irreductibel (§.39.). 

§. 42. 

Lehrsatz. Bedeutet F(x^ol) irgend einen irreductiblen Ausdruck vom mieh 
Grade nach dem Modul (p,OL), in welchem der Coeßicient irgend einer Potenz 
von X der Congruenz o/* *~* — 1 = (mod. p,a) nur daqn genügt, wenn rii dem n 
oder einem Vielfachen dieser Zahl gleich wird, so ist F(a:,a) . I\xyOf) . JFla:,o/^) 
.... F{x,oif ) ein Ausdruck, dessen Coefficienten nach dem Modul Cp,a) 
ganzen reellen Zahlen rongnient zu setzen sind, und der, wenn dies gesche- 
hen, nach dem Modul p ein irreductibler Ausdruck vom (m.nyen Grade ist. 

Beweis. Ist a eine Wurzel yonfx = (mod. p), so ist^^ = (x— a) 
{x — cf) , . . .{x — f^ ) (mod. p, a) §. 18.). Nennt man nun die Wurzeln 
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von fic. Q^ ^pRx oder voo --— -| als Wurzeln in sich schliesst^ ss C^? — l)" 

wird, so iniiss offenbar (x-r-o^) (x— a^) . • . («— a*'***) in Bezug auf den 
Bfodul (^,a) ein Divisor von (aT~l)r sdn. Hiemach muss aber^ wie leicht 
zu sehen» a ^ 1 (rood« p^d) sein. Da nun Ifss p*i -- 1 ist, so folgte dass 
der Grad yaafüß die Zahl Hi nicht fiberschreiten kann ($• 17«) Da er aber 
nach dem Vorhergehenden auch nicht weniger als n^ betragen kannj %o muss 
er Hl selbst sein. 

Zusatt. 1. Ist n = p, so ist dP^ ~ 1 s (j; *- 1/ (mod, p) und mithin 

^sCor-ir'Cmod./i). 

ZusiMtz 2. Wenn p in Bezug auf den Modul n eine primitive Wurzel 

der Congruenz o^ — 1 5 (mod. n) ist, so ist der Ausdruck ^ ■ « nach 

dem Modul p irreductibeL Da es nun stets primitive Wurzeln der Congruenz 
ü^^ ~ 1 5 (mod« n) giebt, so sei ^ eine solche« Es giebt aber unendlidi 
viele Primzahlen von der Form g^yn^ wo y eine ganze ZaU bedeutet» 
(VergL: Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetische Progresnon, 
deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemdoschaftlichen Factor 
sind, unendlich viele Primzahlen enthält von Lejeune^Dirichletf gelesen in 
der Academie der Wissenschaften zu Beriin am 27. Juli 1887). Nach allen die* 

sen Primzahlen muss *—— r irreductibel sein, woraus denn unzweifelhaft folgt» 

dass es in algebraischer Beriehung g^ss irreductibel sein muss^ 

Auf ganz anderem Wege hat Gauss den Satz (Zus. SL) im §• S41. 
Pgi 699, der Disqmsitiones anthmeticae bewiesen. 
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Demonstratio duonim theorematuin Gaufiisiaiiis 

bis generaliorum: 

L Productum ex omrubus radicibus primüipis moduU imparis p unitate 

sec. p congruum est^ excepto casu, in quo p = 3. 
IL Summa omnuan radicum primiticarum moduUprimi imparis p est ^ 0, 
qaando p*— 1 per quadratum aUquod divisibüis est; quando oero per nul- 
Iwn quadratum dipisibüis, summa est = ± 1, provt multitudo factorum 
ipsius p — 1 primorum est par ) 

aut imparj* 

iAuotore Friderico Arndt, Sundiae). 

Theoremata, quae demonstraturus jsum, haec sQnt: 

L Productum ex omnSbus ad eumdem exponentem t sec, mod p" i^el 2p'' 
pertmentibus, denotante p num. primum imparem, umtati congruum est 
sec. mod. prop., excepto casu, in quo t = 2; 

II. Summa omnmm numerorum ad eundem exponentem t sec. mod. p per^ 
tinentium, denotante p num. primum imparem, est ^ 0, quondo f per 
quadratum aliquod divmbilis est, quando oero t per nulluni quadratum 
dinsibilis, summa est = dt li. prout multitudo factorum ipsias t primorum 
est par ) 
aut impar)' 

DetnoTistratio ad I. 

Deuotante a tiumerum queracunque ad exponentem t sec. mod. j»" vel 
2ip^ pertinentein, omnes numeri ad t pertinentes residuis potestatum exhibentur : 



a\ a^, a\. . . a9*, 



ubi sunt ki,k2fk^f > • h^t omnes ad t primi eoque minores. Itaque productum 
jP illonim numerorum congruum est potestati 



^*l -f.*2-*.*3 +...-♦- *^ 



Jam yero exponens per t dirisibiüs est, excepto t = 2, ut facile patet, atque 
ci = 1, ergo etiam P = 1 (mod. p"^ vel 2/>"). 
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Demonstratia ad IL 
{A). Factore primo aliquo, cujus quadratum exponentem t metiatur, 

per a designato, patet^ $i k sit numerus ad t primus^ etiam k + ^ ad t pri- 
mum fore, designante y integrum quemcunque Mam primum nuroeri tjh + ^ 

factorem a npn simul tavohent, quando quideoi ex supp. -^ per a diyisibilis 

estj ergo, $i illud fieri posset, numeri t, k factorem communem a baberent 
contra supp. Quodsi numeri de quibus agitur, factorem primum commmiem 

& habereoty ab a diversiun» esset ArH--£t ideoque a/r -f- tip, erga k per 6 

divislbilis, baberentque etiam nunc t et k £aictorem communem. 

Denotante igitur a numerum ad exp. t pertinentemi residua potestatum 
a», a»*|, ah-^ . . . . af*^, 
quorum multitudo a, ad eundem exponentem t pertinebant Quae residua 
incongrua essp perspicuum etil. Complexus eorum sit K» 

Multitudo numeromm ad / primorum eoque minohim ipsius a multiplum 
esst debet Posito enim ^ = 0^)8*0/ etc., ubi.^ > % habetur 9* = af~^(a— 1) 
ß^(ß — l) y^*(y — 1) etc^ ttbi jT ^ 1 > 1> el: quo yt per a divisibilis. 

Jam Sit /ti numerus ad t primus, ab horum quoque diyemis 

k,k+ 1, it+?f....ifc+Csi=l>, 

a a a 

babentürque denub a numeri ad t pertinentes potestatibus congrui: 

omnesque sunt incongrui inter se. Complexus eorum sit L. 

Porro sit k^ numerus ad t primus«^ ab horum quoque diversus 

a a a 

kjf kl, + — ^ ^ii + — • • • kl, + ' ^ ' 
haben turqne denuo oc numeri ad f pertinentes potestatibus congrui: 

omnesque incongrui sunt inter se. Complexus eorum sit JM. 

Hoc modo progredi licet, quoad omnes numeri ad / primi sunt 
exhausti ; scilicef; si (pt = (t^, multitudo complexuum erit q^ 

Jam summa numeromm cujusque complexus per modulumj? diyisibilis 
est. Denotante enim s summam numerorum complexus iST, habetur 
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J L IL c-iv \ 

s Ä a\l + o« + a*+...+ö ■ ) 

vel ${€? — 1) =r ö»(a* - 1) 

Qanm aatem ttt cf^\ (mod. ;?), erit 5 (a^~l) per p ^visibflis; atque 
t 
a^— 1 per p ditisibilis esse nequit, qaoDiam d est infima ooitati congrua 

potestas; ergo s per p divis!l>ilis est 

DenotaDtibiis igitor s^ Sy s^ etc. summas complexamn K, X| üf , etc^ 
habetur s^O, Si^O, ^ ^ (mod. p) etc» unde « + 5i + ^ «4- etc» ^ 
(mod. /i) u e. sanmia numeromin ad t pertinentiain per p divisibilis. 

(JB) Sit / per nullum quadratum divisibilis vel formae ai Ot • . . c^ deno- 
tantibus ai, Of, . • c^ numeros primos inter se divertos. Prodoctom 

+ • • 

denotante a notnemm ad t perdnenteoit suminae oiDoimn fmmeroruin ad / 
pertinentiam congruuin fore ita inteUigitur» 

Qaando productum hoc in suromain evolvitur» habeotor manifesto 
(a|-^l) (ot-^l) • . • ocji — 1 tennini, qnorum quisque formae est 

Cujus potestatis eiponens ad t primus erit/ quoniam nullus horum aua^,..ait 
inetiri euni potest. Onines igitur tennini ad exp. t pertinent; omnes etiam in* 
congruos esse» facüe inteUigitnr. Habentur igitur (ai~l) (os—l) » • . (o^^l) 
numeri ad i pertinentes, i. e. tpt numerii ex quo producto iile omuef ad / per- 
tinentes numeri exbibentur. 

Jam quisque factor producti, de quo agitur, est^ — 1 (mod.p), ut 
facile perspicitur, ideoque est: 

Summa numerorum ad / pertinentium 3 (_ ly» 
q. e. d« 
Scribebam Sundiae d 27* M. Apr. 1845. 
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24. 

Demonstratio nova theorematis Wilsoiiiaiii a 
siimmo Gauss hocmodo generalius enimciati; 

„Productum omnium numerorum ad numerum quenumrufue Mpri- 
,,mönun eo^ue mfenörwn unäati negatwae mti pa^twae sec. M. con- 
ngruum est\ et t/iddem negaUoe sumenda est umtos, quandö Mpotestäs 
„mimen prani Anpani ^ efus duphtm, peldemque4, posäwe autem in 
^omn&us casibus reUquis.** 

iA%€tore Friderico Arndty Sundiae.') 



L De modulo jfT vel 2/f ^ designante p nümemm primam 

iapi^rem. 

Demopstratio prima. 

In commentatioae haic Diario inselta ^Nova methodos determinandi 
tnultitudinem radictiDD congroeDtiae atc«** argutnentatuis ram, pro modulo jf 
vel 2p* tempet* exsUffe radicem primitivam^ qua desigoata per g^ periodoi 

involvet oranes numeros ad modolum primos eoque minores. Itaqtte pro- 
doctoro horam numerorum congnium est potestati 

ubi designat v numerum parem p^^Cp*-^!)* Quia autem est g^ ^ If 

Cg' + ^) («T' — 1) = (med. p* vel 2p") atque numeri ^*''+ 1, ^ — 1, ut- 
pote diflerentiam 2 constituentesi factorem p neu simul involvunt, difTerentia 

deniqUe g -^1 per moduluro divisibilil esse nequit, taecessario habetur g = 

— 1, ideoque, quum 1^ + 1 sit impar, g = — 1. 

Eulerus quidemi nisi fallor, haec demoostraodi viam jam iogressus est, 
sed casus modo peculiaris rationem habuij^ in quo numerus propositus est p. 
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Demonstratio secunda. 

In commeniatione «, Demonstratio duorum theoremat. Gaussianis his 
generaliorum etc/^ probavi» prodoctum numerorum ad eundem exponentem 
perdnentium sec mod. />" vel 2p^, unitati congruum esse» excepto casu, in 
quo t = 2. 

Quodsi r, r', r"^ etc. sunt omne^ divisores nümeri /i""'^(/7— •!), nume- 
rorum ad modulum primorum eoque minorum nonnulli ad exp« r, nonoulIT ad 
7^, nonnulli ad V^ etc« pertioebunt Quum jam productum ex numeris cujus- 
^e classis, exduso exponente 2^ unitati congruum sit, ad exponentem 2 autem 
unus modo numerus» ncrope •— 1 ^ e. jp"— 1 vel 5^—1), pertineat» manifesto 
productum omnium numerorum ad mod, primorum eoque inferiorum unitati 
negativae congruum est 

IL 

Quando numerus propositos M est 4» habetur 1« 3 ^ — 1 (mod, 4). 

IIL De modnlo TT, nbi is>2. 

Numeri ad eundem exponentem t =: 2""^ pertinentes duabus periodis 
exbibentur 

a, tfi, cf, . • . fl*"^; 

b, b\ *•,... Ä'-S 

(^ Comm. ^Mova methodus determinandi eta'), ubi sunt a; h numeri ad«t 
pertinentes, alter fonriae 2*A + 1, alter hujivce 2^^— 1. 

Productum potestatum primae classis est a^+*-»'*+ •<*-i) = a , quoloco 
\t integer, quando casum, in quo < = 2, excludimu^. Est aubem a'=l 

(mod 2"), ergo etiam (V ' S 1. 

Simili modo productum .potestatum secundae classis unitati congtiuim est 

Ad exp. 2 pertinent numeri 2"^* — 1, 2"~*-4-l, 2" — 1, quorum produc- 
tum manifesto unitati congruum est 

Ergo propositionem hanc habemus: 

Productum. omt^ium numierorum imparium ad eundem 
exponentem sec. mod. 2" pertinentium moduloquae inferiorum 
unitati congruum est. 

Designantibus igitur Wi, tTj, tTj, . . 7r„_j producta numerorum ad exp. resp. 

2\ 2*, 2*, . . 2--* 
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pertinentiiiin, erit iti s 1, le^ ^1, etc. tt^, s 1 (mod« 2"), ergo 

9r, w, TTa . . TTii^j — 1 (mod. 2"), 
i. e. productum omnium numerorum imparium infra modulum i^'torum unitati 
CQOgruum« 

IV. 

^t M = j4JB, atque j4, B nunneri inter se primi. Jam quicunque 
Qiimenas ad M primus summae Ay + Ba^ sea M congruus es^ denotanie y 
flumeruni ad B primum eoque minorem , x numerura ad A primum eoque 
minorem, ^od quidem probavi in Comm« ,,Nova solutio problematis determi- 
nandi etc.'' Designatis igitur numerus ad A primis eoque minoribus per Xit Xp 
• . o?^; numeris ad B primis eoque minoribus per jr,,^,, , •^^ä, productum 
{{Ay^ + Booi) {Ay^ + Ar.) • . . {Ay^ + Ba^^)] 
+ i(^ya + BxO {Ay^ + J5xO . . . {Ay^ + Bx^)\ 
+ 1(^/5 + Bx,) (Ay:, + Bx^) . . . {Ay^ + J?ar^)} 



+ { {Ay^-i-Bx^ (Ay^+Bx^ . . . (Ay^B+BSifUk) \ 
congruum erit See mod. M :=z AB producto numerorum ad M primorum 
eoque inferiorum. Designemus boc productum per P. 
Nunc habetur manifesto 

9r| = (Ayi + Bxi) Ayi + Bx^ . . . {Ayi 4- Bx^ 

^B^ Xix^x^. . XtpA (mod. A)\ 
atqui est ex theor. Fermat Br = 1 (mod. A) , ergo 

TTi s c (mod. A) , ubi £ = or^ a?a . . • x^^. 
Ex eadem causa producta in reliquis seriebus horizontalibüs posita 
numero £ sunt congrua, ex quo iest 

P = t^ (mod. A). 
Simili modo, ad series verticales spectans, habebis 

P = ejt^ (mod. jB), ubi f^ = y ^ y^ . . . y^B 

V. 

Resolvatur nunc M in factores pnmos hoc modo: 
M= X^ Y"^ Zl^ etc., = A. B. C. etc. 
sintque ^u x^, . . o?^ numeri ad A primi, y^ y^% • • y^B ad B primi, 2|, z,, 
. . 2^c ad C primi, etc. Quum jam sit ex antecedentibus e s^\ (mod. A)^ 



ei = ::t 1 (mod. J9), atquQ ^A, 9B mt pares, bab^r P^l (mod, A)^Psl 
(mod B), ideoqae 

Ps l (jnoLJB) 
Qaodti £) prodactom nciiDeronim ad C primorum ad Xf z^i . • c^ aqua 
jP, productum Dumeroram aä A B C primorum, est ex IV et Y: 

iPx^ J^^Cmod. ..4J5), P{se^^^ (mod. C), i. e. P, H 1 («od. AB). Ps 1 
(mod« C), ergo P, s 1 (mod. ABC). 

Porro Sit ^ productom nmneromm ad D primorum, Pt productum 

oumerorum ad ABCD primorum^ eritque P, = P^ (mod..^^C), P^^Pi^ 
(mod. D)^ ergo P^^l (mod« .^Q P,^! (mod.D), ideoque Pt^l 
(mod. ABCD). 

Quoniam hoc modo progredt licet, tequitur productum numerorum ad 
JBd primorum eoque minonuQ, si M nullius formarum p*i S^^ 4, unitati con- 
grnum esse^ 

Scrib. Sundiae d. 28. Bl April. 1845. 
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= (jr— o^(x— af).....(^— o^ ) (pi<][d..p,g),ist; Da)sich ab^ jede syniipQtfische 
Füocti^p yoj? a, q/i, ^|, ...^ . v" . alf :gai^e ip ..gMa^jjit^y/en^.jauj^g^ijcL^ 

Funjptibn der Jpoefficjenten von (x-7.fic)X^f'T7ffr)-.^ anfcj^a.^ä^t 

(§. 1 £inl.)> und da diese Coqfficieiiteu, se|M^:g9n^(^n re^^llen Zahlen, -^jq^rolich 
den CoefTicienten you fx nach, dem Modul (p,a) cooigruent zu petzen sind, so 

folgt, df^^^.üj^erhßi^pt^aUc sjiwpfijwchen Jfuq^itipi^^.n, von^ a, cif,\ 0^,.^ . ► o^" 
iuicl^^^»p)^.^o^ul (^,^) refJJefl ganzen ^ah^ zu setzen, i^jnfl. Oft 

fenbw wn4 Äker:4i4 Ck*llßcienteri vaa:iR[a;;a)i»iF(a;,af); F{xfif^^u..\ .FiaiicifT^^) 

sywmÄtrtsfcheiJPöticäibrtteh VÄtf'a, dt-a^^'i '; /ix^""* 'uöd rtifWh naltf dtem' I^R^- 
dtttt(p,<Ä) gana^n »^ellbh' Zat^lhi congrüfent zti'*ßtten^ ' 

' ' £5, si^l Aun .znQäc|lS^ g;e2eigt )'werden, dasr.sKmviUio^^ 

JX^>«)/ ^f*«?), • • • F^Xy.cL'^ ) TersqKederie iire ductible : >Ausdräcke .nach 
d;^m M«^l!i(>R^) stfld^ lyiei-schieAefi sindi ^»eclEwei solche Ansdräcke sbhon; 
wenn, ip .ihqej;ij.z\^^ jenj^preo^ende CoeOweiii^en nac^.jJcufn J^l^^u}^^^ 
consruent sind. Da FCx^oi). mindestens ^inen Cpeflicienten enthalten soll.rwel- 
clier der Congruenz p/*"* -t 1 p (mo^. ^p,a) nur. jgeni^jet. wenn, /»j^ gleich /i, 
oder «einem Vielfachen dieser ZJahl gleich wird, so mag ein solcher durch 9a 
bezefchiier Werden.' Nun /^eräeri ^abeiTdie cfein ya entsprechehden C2öe^^^ 

ten ii\ jr(a?,a^)/JF][a?,ä''^ . . .^J^^ ) nach dpro Slodur (p,,a^ congruent 

(SP«ir> Xya/^?,;- v^'r:.(5^J«fev «fiRvA IMM;<lisse/.:^usdf/ix;ket,(^ Jiacb ;4effJ 

Modul (p,a) verschieden siqd. .so sind, auch sä^rnntHche Ausd;*ücke , J^(a^ a). 

F(x,qf\ ,,./..,F(x.(d* ) nach, diesem Modul verschieden. .Ware nun einer 

dieser Ausdrücke F{x,af ), wo k eine der Zahlen 2^ 3, ... t» — 1 bedeutet, 

nicht .nacb;;^dem.|lpdul (/|i,a).irredtietibdi;t so^set^o niaDii^^a^) ^i|i(d9i.aE!) 
ippc,&) (M.p:^^^^^^^^ uhd''ij;i(,i) Alisdrtiickfe toh ä? h^üh deitj'MÖ^ 

dut tz??,?) ..Ü^V4?¥*f ^- Setzt m*)V nun in* diese ' iCofigruenz. statt oj, äen Aif?; 
dWcfc a^*^*; üo tinuk» 'Sie iri eidü''attdere;'aber itt^*'iih'fifebtigift^Cott^ierik''(fteir- 
g«lven;.*0. W»«.. erhält, .also M,^,<f.) =?..mStfl,,': .^iWils^»<!!!!)i)(faod.p/x,), mi 

, ■ ,.i .' • :• ; "'■■.7/ *"■';■ ". ' • .• aij'i' ■ ! 'ii! . ! 'i ■ .Vj .!n':it '','..— .■■. ' ;!vy' ' '.•) 

bleiben, Mft cdi^nfcAti levenn tnrtf^tt > iboe* %m\nfami)ip^i^lhUntimm>M mIsI, wii M^ki^Mid «ioci gamia 
Zabl b«deoUtV odei^. weim 9«^V«tO«od»ifp;q> ist, do itliatfVh.^üriT^t^^aO .(mod. p|it> Es ist 
nlmlich in $. 19. emiesen worden, dass (7«)^ m(tf.9^.) (mttd^ |^tt) Ut, «od^^da •■• iobtjse« CiMh 
Grelle*« Joamal f. d. M. Bd XXV. Heft 4. 4& 
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tnitliin, da o/*" ^ a (möd. p,a), tind daher auch JFXarf^ = F(x, «) (möd. p, a) 

i^tj 1^0?,«) Sap(a?,a'^;,a|)i(rr;a'' ) (mod. p#«); Welches gegen die vor- 

Misgeäefzte Irreducttbilitat von F(a?,Ä) streitet. Es ist folglich auch JF(±;ar) 

jn^ductibel. Wollte man nun voraussetzen, F(a:A) F(a;,o!^ . .V. l*(47;a^"^'#are 
nach dera Modul p nicht irreductibel, so setzä man ' 

F(ai,a) F(^x/^) .... FQüicr) = '\l)x\\)iX (möd. p,a), 
wo Tpar und if^iX zwei ' Ausdrüekö von 4? anzeigen, in deren Cöi^ffidettten oc 
m'cht eihtritf. Da diä linke Seite dieser Cöngrtienz hur aus irredtrctiblen 
Ausdrücken besteht/ so ist es nolhwehdig« das» das > Prodiict c^er gewissen 
Anzahl dieser Auf^rüc^e. dem oJao? nach dem Modul (p|j?).;O0i|gnMiA werde. 
Es sei nun i|;a7 = a^x' •+• ßi^^ rt- • . • • • +^»» VQ o^t %;•;.- ^^ gaiiÄe 
Zahlen bedeuieh^. und jene Factoren seien jF(x,of^, jF(x,o^'*^')^<a7//'*"*^^^), 
so hatte man Jl(x,af^) Jr(x^a'^•'>^?(rr^'?^■^ . . , s.a^ + tf|A^* +...Ö, 
(med» p,a)« In der Entwickelong des Prodocfs^ kann man sänMntlidie CoefK- 
denlten als Ausdrucke Von a^'ärtsdhten; bezeichnet man sie nach der Reihe 
durch 5Po(ö^) 9i(j^^)f^^ *9>s(pF^\ so hätte man folgende Congruie^nzen : 
^0 — SPo(öf''*) =0 (ifa'öd. p,a), ai—(pi(o!^) ^ (mod. Py(x\,..*a,—q>J^af^ ^ 
(ihod. /?,«). Es ist aber offenbar a^^- q)Jicf^) = {a^ — q>^y^ , (modL ; /i,a) 
und daher auch Qq — jPoCt = (mod. /?,a), mithin Oq^^^ (mod. /?,«), 
und auf gleiche Weise erhalt man Oi = gpi» (mod. p, a) ^ . . a, = 9VI 
(itfi'd. )d^,»). Bedetitet nun Ar' die kleinste Zahl, welche nicht in f^, fi + v, 

fi 4^v'+'peic. entbalien ist^ so erhäPt man (ü^ ^ ((p^a^r (möd. p,a) und 

daher 00 = 90(0/*) (mod. p,a), und auf gleiche Weise fli = g)i(aQ (mod.p,a) 

• • ' ■ ■ ' . . " ( ■ ■ • • . . ■ 

.J .. ■> JL ■■ ■ ■ 

DQii ^(9>4) mni Blx,a} zwei;iutch dfp Jttoilal (p^a) congroetUe Ausdrücke voi^ «« ao bim 
anch, il(aryaf") = j9(a;,a^) sein, weil siel) dio Coefficienten beider Aasdrftcke onir d^rin gelodert 
haben, dass in Ihnen aP* statt a , geschrieben worden ist. äierbei sind also die entsprechenden Coef- 
ficieimn nach dem Modal (pr«) wieder ceögr«^ geworden« and ^ ist dcoinach eine oeoe ric|itig|» Coo- 
graens oder Ä{x^ap'*y^B(^Xjoyx (mod. p,a) herrorgegangen. Man kann aach amgekehrt schllessen, 
tfMk ^o*^) ^ '^{a^* ) (mod. p^a) ist, so mm» auch 9a = ^«r (mod. p, «) sein. Da nimftdf lK«^)— ^«^1 
= (9«)^ — (V«)*^ =(pa'~tpa)t^ (mod. p,a) ist, and mithin tpa—xpa mit ^(«^"j — VK«0 nach dem 
Modlil (p,m) eongraent wevdirn mass,;«» moss mgIi ipa^ y» (mod p^a) sein. Bedenlel noo mi irgend 
eine andere 'gameZohl,fo most daher aoeh«4ch dem Ottgen 9(0^"^ ) ^ v^'^^ ) (mod. p,ic)Min| «wem 7(«^) 
S V^*^) (laod. p,o) ist. Aaf Adiehe Weise wie dfcen folgt forner, dsss» wfmi ii(#»o^">5 B{ß^y 
(mod. p,«) Ist, atch A(my^ ) = Ä(av»^i ) seki wird. 
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.\i i Os^ff/^er); daher auch aus der obl^n angeuoAiilien^n^ (kmgilliMs 
(Vergl. 'die Anmerkung) die folgende: F(x,af^ f^fCf^ F^x.c/^^^^ \'.'\ 

= 9^ä(^^ ^' r*7 yi("0 sc^*+ • . •9P*a' ( mod, p, Q,). SeUt jiiaan in jdco leteteq 
Ausdrpck die den Coefiicienten congruenten Werthe Oq» 0%^ 0%, ,.. . as^sö 
findet man die Congruenz 

F(x,c^ F{x,cif^ Fix.cf^'^^ . . .^Fix,a'^Fij:,a^)Fix,^^^ 

(med. pva). Hiernach raüsste aber jF(x,ai^ ; mit einem der Factoren F{x,of^ 

Il(x^cf^)^\F{M/J^ ) etc. congruent ^n: da dies mach dem ^Yorfaei^ 
geb^mden ^oicht .möglich ist, so entsteht eia Widerspip^ch» defr nur dadurch 

gehoben werden kann^ dass der Ausdruck F^Xfc) F(x,cf) F(a:^ar)...F(jfi,efT^) 
nach dem Modul p irreductibel wird. .. , 

§. 43. "■ / 

Lehrsatz. Bedeutet Gs ^0 (n^od. p) eine irreductible • Congruenz 
vom (m.n)<0a Grade, wo m undn ganze Zahlen bedeuten, und ^ eine Wur^l 
der Gleichung Gx = 0; femer ra eine primitive Wurzel der Congruenz 

■'■■•■•■• y*^-! 

3f^ r- l s (mod. p,a), und setzt rtan (rö)P''""* = fa, so ist (* — ia) 
(ai — (tafj ...... (4? — (jtCLf^) ein Ausdrück, de^sön CoefHcienten nach 4em 

Modul Cp»^) ganzen reellen Zahlen cotigruent werden, und der, wenii Juan 
diese Zahlen statt jener Coeffidenteh substituirt, nach dem Modul p irre- 
ddfctibeflst. ^ . o 

Beweis. Da (te/"** S (r«/'^^' (mod. p.ayhXy io folgt aus (§. 18.) 

tef"^"^^ (mod. p,af^ = (/a) (mod# p,a). Entwickehe man nun einen Aus- 
druck, dessen Würzein die p<s« Potenzen der Wurzeln Ton (ä— (/a/) . ;: .. 

(x— (te)^ sind, so folgt, dass derselbe' 'init (x— /«) (j?— i:toX)---(x— (to)0 
nach dein Modul (pyt^) congrüent siein werdel Andrerslelts weiss in^an aber, 
dass die Coefiicienten des Ausdrucks, dessen Wurzeln die pMi Potenzen der 
Wurzeln jenes Ausdruckes sind, den jjUn Potenzen der entsprechenden Coef- 
ficienten desselben congruent sein wei:den (§. 13. J^ö. 2.). Setzt man nun 

{W—ta) ix—itäf) (X— (/a)P"^*) = x" + ^la.aT'^ + tp^x.ar^ + . . . 

4- 9>iiia» so folgt, dass (jpiclf ss ^^a (üidd. p;ei) sei. Bezeichnet aber g eine 
primitive Wurzel von der Congruenz xMu1j.1sO (mod. p)/ so folgt, da 

40» 
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mitbin 91« einer der Zatilen U, ^; gT^, • • • ^""* nach dera Modul (p,a) con- 
graeht Verdeti. Ebensro kahn' man zeigen, dass jeder der folgenden GoefH- 
denten einer dieser^ Zahlten cc^iir^ferit Werden müsse. Um den andefh 

Theil des Satzes zu zeigen, bemerke man zuerst^ dass ta^ (taf, {tctf , • . . . 

(ia/^ sänfimtlicB prinriitive Wurzeln der Congruenz of ""* — 1=0 (mod. p,a) 

«rini'W^rdeni Da nänilich /a gleichi. (ra)^"" und ra primitive Wurzel 
VC* af*^""^^ ^l^E (fiWd/pjft) ist, sölmusis ta offenbar printitiTc 'WtiiTel 
der Congruenz Ä?^^*—l ^0' (mod; p,a) sein. Dre übrigen Aai^Irudce 

(taY, (tay , . . . (iay müssen primitive "Wurzeln derselben Congruefiz sein, 
weil py p^, . . . p*^* relative Primzahlen zu p*" — 1 sind. Wollte man 
annehmen, (x — ta) (x — (/«/) (x— (/a/') .... (x—tay"^) hätte nach 
deiÄÄ' 'Modul */} irgend eirf^ti irredüctib'eln Factor vom Grade m\ vipm} <Z m 
Ist,* so mtisste Ati Äti^drticV, i?eksön Wurzeln die (p""» — I]^ I^otenzieö der 

Wurzeln von (x — ta){x — Q(xy) . .* . . (jv—(tcCf ) sind, für a- = 1 congru- 
ent^ (mod. ») werden_i;^§.r36..^Zus.)., Setzt m^n also p^ — 1 =^ ^i fp musste 
(ij-(^ay)il (mod, p,a) sein. Es mussfe 

mitliin einer der Factoren auf der linken Seite- = (mod. a«) werden. Be- 
zeichnet nun /r eii^n/der Wer^hejO, 1, 2 . . • . m— 1, so, mü^ste ein Aus- 
druck von der Form 1— (/a)*^= (mod. p,a) werden. Da aber {tdiff\ ,eine 
primitive . WjUfzel . der- CpngpieRzo:'''"^* -- 1^0 (mod. /?, a) . ist, .so kann, 

indem 17,,.=.. p*"* T^, 1, undp-^^"— % kleiper als p^ — 1 ist, diese Gongruenz 
nicht Statt, fijodenf luiddeil! obige,: muss daher irreductibel sein. . 

- Zusatz. Wenn daher in Bezu|;-^uf den Modul p eine irreductible Con- 
gruenz vom' Grade- 771^ existirt.r so kann man in Bezug auf denselben Mo- 
dul auch eine^irreductible Copgruenz vom Qrade J7| und ebenso vom Grade 
/i aafsteUen. . <.. , 

:.... ■•■'"• ;■; •■' ; •■ §.^4^.' 

Z^^^(7/L^^{ ,j£$/giebtt. irreductibje Congruenzen von jedem G/ade nach 
dem ;^I^dif].p^ wemp p e^ne Primzahl ist. 
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Beweis. £• soll zuersl (»ewiesen W€i^fn;:;dfii#f,ie8 irreductible Cpn* 
gruenzen von solchen Graden gebet die Potenzen von p sind« 

Um zu ' beweisen ; dass es irreduoible Cbngraeriz(^n vöto ' 6^^^ p 

gebe, setze man j/ = pi, und es* wird behauptet, dass i'^^—- in Jauter •iV 

reiäluctible Factoren vom Grade -p zerfallet werden ' korine. Setzt man riam- 
Kch voraus, deir Ausdruck habe in Be^g iilf den Modul p den Factor fx, 

so dass also — zi — z- ==/^'Q^ + pR^ ist, wo Qx.und. jRx Ausdrücke 

von OD bedeuten^ so folgt leicht aus dieser Gleickimg,. dass,; i wenn o^eine Wur- 
zel von /ä? i*t, o^i""* — l ^ O,(mod. p,a) sein werdf^ jaiernafch kann also der 
Grad von fx nicht grosser als p, oder als p^ sein. (^$.17.).; Wäre nun /x 
vom Grade /», so wäre, auch a^""* — 1 — {moA. p^ä) (§. 18^;> ,))araus folgt 
leicht, dass, wenn k der g^össte .genaeinschaftliche; Theiler yon fJ^ — 1 
und p" — 1 ist, ^uch a* = I <mod. p^ä) sein müsse., I^ aber p und n nur 
den Factor, p odqr 1 gemeinschaftlich haben können, so muss d|sr grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von p^ — l und p" — 1 entweder p^ — 1 oder p — 1 
sein (Vergl. die Aqmerkung zu $• 49|).. Kann der.zweitc Fall nicht Statt 
finden, so muss der erste in Erfüllung gehen, d.h. p" r- 1 muss den Factor 
^— 1 in sich schliessen; woraus dann folgt, dass n =: p sein muss. Fände 
aber der zweite Fall Stat*, so hätte man ofr» _ s. o (rtiöd; p,a) und 

mithin n :;= l:.es müsste mithin der Ausdruck — — r — — - irgend einen Factor 

vom l*en Grade haben, oder für irgend e^en Z^dwertlrvon or cpngruent 
(mod. p) werden. Es ist aber p, _ 1 = pP — 1 = (p L' 1) (/>i^^ + p^^+ . . . 
+ l);'odei^, i^rchttnran jf^ + p^^ + . . . ^- 1 =5 s^tzt;'so; ist p^ — 1 
= (p — 1)5, mithin 

äetzt man hier für x'irgeTid einen Zahl^nw'erth, S6 wird der Ausdruck con- 
gruent s (mod. p), da jedes Glied in ihm congruent 1 wifd. Es ist aber 

ofielibar 3 ^ 1 ( mod* p ) ; ■ p^i^i kaiin mithin keinem Factor vom I ien 

Grade ehalten, und muss folglich in lauter Factoren vom Grade p zerfallen. 

Auf ähnlichem Wege kann gezeigt werden ,' dass es irreductible 

Gongrueäzen vom Grade p^, und überhaupt von . jedem Grade gebe, 

der einer Potenz von p gleich ist. Es wird genügen , dies noch einmal kurz 
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fär den Grad p^ durchzuföhreD. Man set» also ff =5 p^, ^ p^s=:p^, so 

wrd behauptet, d^ss der,. Aqsdpuck "j^ — r- nur iiT.ed|^c;ti|^e,Fact^reu vom 

Grade f^ in sich sfcbliesato könne« Setzt man' namlich-yorauf ^ y3c wäre ein 
Factor dieses Ausdrucks und a eine . Wu^el von Jx^ so erhielte man wieder 

aF^"-^ — 1=0 (mod. jD^a). . Pa nun -p^ss^pf* , so kann der Grad von fx diese 
Zahl nicht überschreiten. Ist nun fx vom Grade n^ so bat man auch 
oF^^^ — 1 = (mod. p^a). Bedeutet ferner k dön grSssten gemeinschaftli- 
chen Theiler zwischen.'n «md^/ so ist buch' />'' «i- | der grfissle gemein* 
schaWichc Theiler iwischtti JD*^ — 1 und p* -^ 1 (Vergl. d. Anm. zu J. 48.) 

und mithin auch fl?^* — 1 = (mod. /?,a); hiernach muss k mit n zusafe- 
menfatlen (§. 17.)» d« h. es muss n ein Theiler von j? sein. Wenn mithin 
der Grad yon fx nicht /^^ sein sollte, so musste er 1 oder/? sein. In beiden 
Fällen musste a, oder die Wurzel von fjc^ der Congruenz d'^"* —1=0 
(mod. pj»a) getiägen. Wird also nachgewiesen, dass «dieser G>ngruenz nicht 
genügt, so ist fx voni Grade p*. Es ist aber /?2 — 1 = />/ — 1 ^= (Pi — 1) 
(pi^* +p/^^+ . . . . + 1). Setzt man wieder p^ +Pi^^ + . . . + 1 = ^, 

^ i^* liSEr = S^ = ^''^"''^'^ + ^^^^^^ -^r'+l- Setet 

man mithin in diesen Ausdruck statt x, einen Werth a, welcher der Con- 
gruenz x^^"^— 1=0 (mod. p,a) genügt, so wird derselbe offenbar nach dem 
Modul (p,a) congruent .5, und da s congruent 1 ist, so wird er offenbar = 1 

*»^o— 1 1- 

(mod. ;^,a). ^j^^i^i kann mithin keinen t^actör vöin Grade 1 oder vom 

Grade p haben, und muss folglich lauter irreductiUe Factpren vom Grade p^ 
in sich schliessen. 

Setzt man pf = p^ und p'' = p^|, so lässt sich auf gleiche Weise 

:/^* — 1 
zeigen, dass ., ^^ — 7 aus lauter irreductiblen Factoren vom Grade p" zu- 
af*"*^ —1 4 

sammengesetzt sei: 

Man setze nun Vorauf, der Satz sei für alle Grade bewiesen, welche klei- 
ner als /p" sind, wo / eine Zahl bedeutet, die nicht durch ;9 aufgeht, und er 
solle auch für den Grad /p" bewiesen werden, so setze man / = a ^ €r^ . . , 
wo a, Ä, c, . . Primzahlen sind und a«""^ bß^^ cr—V . . • (a — 1) (6 — 1) 
(c — 1) . • = -4: so ist offenbar A < l, und es wird daher irreductiblp Gon- 
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gruerizeb vom Gnd# /^^^ geben. ,Man Mtze mm^ a sei eine Wurzel solcher 
Cohgruenz, inaclie P =ic9 //^^ ^ ^ ; und bestkmne m^ala primitive -Wurzel der 
Congnienz JT ^ t^l Sf^^^l (mod. ;p,a), «o wird dSe CdsgriieM ocf-^ra irre- 
ductibel «em, weil 7. ein. Tbeiler. von J? — , 1 oder ^on: jj/^f" ^ 1 ist; wovon 
man sich leicht überzengt, wrtin man für A seineh Wiirth a*^^ b^^ cT^^ 
..•(a—l)(i~l)(Ä--l);. setzt.*) (§141.). Bildet man nun das Product 

so ist dies ein irredoctibler Ausdruck vom Grade l.A.p^ ($.42.). Da aber 
^ ein Factor di(^er Zah( ist, so muss es auch iiteductible G)ngruenzen 
vom Grade Iff" geben (§. 43.), wenn es • irreductibie Congruenzen jeden Gra* 
des giebt, der kleiner als ^* ist. ,.. r - 

Da es nun nach jeder Primzahl irreductible Congru^zen vom 1^ Grade 
giebt, so folgt jetzt leicht, dass es nach jeder Primzahl irredudible Con- 
gruenzen von jedeni "Grade gebe. 

§. 45. . ■ . . 

Bedeutet fa einen Ausdruck von o, und. rix di« kleinste Zahl, welche 

der GKigruenz j/^^ — • 1 » (/^,a) genügt; so gehören die CoefTuaenten 

des Ausdrucks {ü^'^fpay{aß^-^^9t)y{m^^<f{(^)^ 

Modul/?, sind also nach detti Ijlodul. (/'»a) ganEea. reellen Zahlen congraent 

zu setzen^ ui^ der Ausdruck {x — L<p(a)) {pt^'-^^iffi)) . '. . {x^^oT^^ )) mus^ 
wenn dies geschehen, nach dem Modul p irredqcti^l sein« 

.Die erste Aussage ergiebt sich aus r§4 ,|ß.,^. weil, leicht folgt, dass 
der Ausdruck, dessen Wurzeln die pkm Potenzen der Wurzeln von (^— fa) 

(a?— 5>(a'')) . . . (x— 9(a''"^ )) sind, diesem Aus^nt^eke fiach dem Modul (pf) 
congpent ist., Die zweite Aussage folgt ^^f., der Apnahm^, , dass . rix die 

kleinste Zahl sei, welche, der Congruenz x^"^~^ — s (unod. Pi<^) genügt, dass 
mithin der Ausdruck für die (/?*" — 1)/«» Potenzen der Wurzeln von (x— g)a)) 

(%«?— Sp.(oO) • • • • (3c— <pC^ Jl), wenn nian {Statt ?c den Werth 1 setzt nicht 
^ Ö (^mod. ;?,|a) werden, kann, so lange m<n^ \%% (§. 37.). Aus $ 12. folgt 

übrigens, dass n^ oder der Grad yon {x'---^^{iu))ix—^{(p^^ )) 

ein Tiieiler von n oder von der Zahl s^in fi^üjuie,:. welche, den Grfid des irre- 

*) SM. MfNWltain «ffaMÜM f. M; Pig. M.; 
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ductibelo Au^dHickl^viaii x ao^bt ^on wdcheni. «».eibe Wimd ist Bedeutet 
nun .a|tisehien')AMldttick,!(der k^Mft der Ausdrucke« ig)(«)/f(aOv'* '• ••7(0^^''^ 
coqgnient ist, uildfWt' die. JUeiwte Zahl, 'wdched^ C'^^ä/ *-^»'I!^1' 

s (mod. ;i,a) genügtivse wird auch (tb -t a|jir) iC^i^CäO) • •• * (cc— tKc/^*^*-*)) 
ein zutn J^odul f^^igf^bongieifirreductibler Ausdwck vop. pa^ein, der ab($r voju 

(x^-^fpa) {x •*. 9(^0)'- • -^ (^~-^(^"*^)) nach diesem- Mddü! verschieden sein 
muss, weil offenbar beide Ausdrucke nach defo Mo^ul (/sf,«) , verschieden sind, 
da sie in Beeug; auf. diesen Jjlpdul. aus ver^hie4ei|eui:F>MtQff^ii«iUsaiil||oof^^ 
setet .sind, r- Atte,^Vfd,ru<*^ auf ähnlMh«; W;iB$)ie wie. (/r nrflpa) 

(a?-*-9(c^)')u'^ iH? ; (ac^i9>(ci^^ '))'>gebildet sind, müssen milii'iq Bozo^* atf den 
Modul p Divisoren von o/^""* — 1 sein. Da nSmlieh sSnihVtliche Wuricite tcliti 
(x — 9p(a)) (* — si>(o^)) -'^ • • (3^-^9(0^"*'^ ); unter einähiJer Versüchie^en'sind und 
zugleich der Congruenz af"^ — I =0 (mod^^ia^ gepö^en, so folgt^ dass 
a/*""* — 1 in Bezug auf den Modul (/?,«) den Factor (07—9)«)) (x — ^(c/)) . . . 
(^ _ g^o'*"*"*)) haben werde (§. 20. •^To.^.). Selzt man also (^— g5a)(x— ^(aO) 
_ . . . (^-^^(^"i-^')) ari jr"t 4"'Äy'+ flr,x"*'^'+: . ?, i4+/?2?i:j^^^ wo 
iii,<iaiv . . . . ai^ugaoM'»Zal)len si^ng^'und Fi^ia) eiiien zum Modul XPi^)'9^bdri« 
gen Aüsdnidc von ir . darst)?llt;( so; mttS6(bn/d}e* No^et^* -von) a>^(4<-^a^"V* 

in Bezug auf .*^"-^^ 1 tifftMbar nabh dem 'iJliAhP'i^p.dT^^ 
Da der -- *- A.-.jiUi*. Ij 




men 

aber die NornriVoh x""* + a^x*^ ^ + a^x^ '-4- . .,. + ö„ in Bezug 

eine ^mze t^\^^6^''A^^^ iSiodul (;^ ji)^ cbng^^ so 

muss sie ''auch' naicH'^öfem Modlif p'c'ö^ ieiii'; wird aber die rfcrni 

congrüeht 0,' so' \il auch (§• 11.) der jrredtictii)fe * Ausdruck' i^ 
+ Ö2X * + . . . ö„ in Bezu^ auf den Modul p ein Factor von cc^"^ — 1. 
Da nuri die sämnidichen ö'*'-^1 ^'Ausdrucke Von ä, 'die nicht consruent 
(modi />,«) zu setzen sind, die sämrotlicnen Wurzeln von xr "^ — 1 sind, ^o 
folgt, dass sich immer Vii dieser Wurzeltt,* ^ö* hj^ein 'Factor von h isf,'*iu 
einen zu detti Möflul*7> "gehStngiift irred'ueribelh' Ausdruck von \a? vereinigen. 

Es kann mithin a/^"^ — 1 nur solciie ifredudible .Ausdrucke. .von„i^>9u Facto- 
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Ml iMch.^km Mpdal p haben, fderen Grad in n aufgeht« Andrerseits 
tiist «ich behaupten/ dass alle irreductibeln einfachen Ausdrucke von x, 
deren Cirad in n aufgeht, Factoren yon a/''^^ — 1 in Bezug auf den Modul p 
mhd^ Setzt raad nämKch n = ni/ia und rix und 122 als ganze Zahlen voraus, 
femer g)jr als einen einfachen irreductibeln Ausdruck vom Grade ni, und ß als 

eine^Wurzel von ^x, so erhält man (§. 19.) /5^*^* s 1 (mod. p,ß), und mit- 
hin, da bekanntlich p^ — lin /*"' — 1 aufgeht, auch ßp"'"^''-! oder ß^"' 

rr^ 1 «6, (med. p^ß), und daher (§. 14: JTo. 2) 90? als Factor von a;^"""' — 1 in 
^If^ug )inf' den Modul p* Hieraus folgt: 

:' .Dass jeder irreductible Ausdruck, welcher nach dem Modul p ein 
h .. ^ Diirisor von vf"^^ — 1 ist, einem Ausdrucke von der Form (o?— ^(a)) 

• (±^(f(c^) (ac— 9(aP"*^*)) in Bezug auf den Modul (p,a) 

congruent gesetzt werden könne. 

V. . §.46. 

. ^ . ^Aufgäbe* Die Anzahl der irreductibeln Gongruenzen vom Grade n 
nadi. dem Modul p zu bestimmen, wenn n eine Primzahl ist 
. c • . Auflßmingen. Da es irreductible Gongruenzen jeden Grades nach dem 
Modul /7 giebt/ ($. 44«), so sei/o; » (mod. /?) eine solche vom nkn Grade 
^nki a «ine? Wtfirzel von fs. Im Ganzen giebt es p* — 1 verschiedene 
!^este nach dem Modul {p^a). welche nicht = mod. /?,«) sind. Da nqn n 
keinen Theiler ausser 1 hat, so ist jeder dieser Reste entweder als die Wur- 
^1 eioerir^duclibeln Gongruenz vom nftn Grade, oder vom ersten Grade, zu 
betrachten. Es können aber nur die p — 1 Reste oder Ausdrücke von »auf 
Gongruenzen vom ersten Grade führen , in welchen die Goeflicienten der Po- 
tenzen von er, welche den Q^ Grad überschreiten, congruent werden (§. 12. 
ndM Zus.). dergleichen Ausdrucke giebt es aber offenbar nur p — 1, näm- 
lich 1 , 2, . , . ..^ -r 1.. Mithin giebt es 7?' — 1 — (/? — 1) = pi^p"^^ — 1) 
Ausdrucke von a, die zu irreductiblen Gongruenzen vom Grade n nach dem 
Modul p führen. Da von diesen je n als Wurzeln zu einer Gongruenz vom 

n<M .G»ide gehören , so giebt es ofTenbar p\^ — ^^y einfache irreductible 

Gongruenzen vom nM Grade.. 

Anmef^nng. Bedeutet j&irgend eine ganze Zahl, sofolgt, dass der Ausdruck, 

von welchem jb +05 eine Wurzel ist, oder(a?— z— aX^~*~«i)--"(«^~Ä^«»-i), 
Cnlle^ Jonratl f d. M. Bd. XXXI. Heft 4. 41 
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WO 0, «1,. • • ctn^i die Wnrzeln^ ronyä? bedeuien, ebenfalb iiiffiJa ctih it wa4 
Tom fite Grade sein werde. ($. 12« ntbst 2a8.) ^ellt li^n iieb dtsm 2^ difc 
;? Werthe 0, 1« 2,..,f}«-rl zugelegt und die entsprecheodeii Auadrückit ;f|r Ukrkf^ 
entwickelt vor, so wird der erst^ Coefikient dieser p AQsdroclie^tWQe Jkicl^JKH 
ersehen« den Zahlen 0,1,2,:. • ^/^-*1 nach dem Modul 77; .coogment werde», 
wenn n nicht mit p. aufgeht; hingegen einer und derselhep, Zahl /^agruent 
bleiben, wenn n mit p aufgeht. Bedeutet nun ^x einen. AusdriicJi yoa ^^ 
der nicht unter den 7? Ausdrucken vorkommt, welche z4-a als Wurzel ent- 
halten, wenn man dem z die p Wörthe 0, 1, 2, . . . p'—t mle^', una^ Wiie 
Wurzel von tpx, so werden die p Ausdrücke, welche z;'^'a alsWittkeW'elft- 
halten, von den /^ Axlsdrublitf, welche ä + ;S als Wurzel ehthalteii,' Verschieden 
sein müssen: denn wollte Äian' voranssetsen, dass die Ausdrucke ftit^Zi+a und 
Zt + ß coogruent miren, wo4i ytid Zs irgend zwei d^r Zahteo 0^ 1> 14 « • • P^^ 
bedeuten, so müssten auch die Ausdrucke ffir » utad Ci-in%rh;^* congruent 
sein; was offenbar gegen die Voraussetzung ist, da Z2 — z^ ebenfalls den Zahlen 
0, 1, 2 • . . angehört. Hieraus geht der Satz hervor: dass die Anzahl 
säxnmtlicber irr.e4¥cti.hl^^ Cop^rupnzen von irgend ein^M Grade, 
der nicht mit /? jafufg^bt, dßs, /^fache von der lAnxai^l i|«r irreAiia- 
.tibe)j;i Co^gnieo!^0n{des66l<ben Grades sein. j3Üa;se»«id'#ir«V[i erster 
.Go^fficieot eipel: b^iftimrn!Lea Zahl» ^twa O^f congrueiH ist^i Oh 
mithin; die Anzahl sämmtlif^hdr irrednctibler Congrueown von finde n ^Udi 

py "^ ) ist, so nmsi die Anzahl der irreductilteWCbngrjienitki von d^^ 

ben Grade, deren erster Coeffiden^s (mod. p) ist, f^ — w'sem, yk^nn n eitle 

andere Primzahl als p bedeutet. Der jP^rm a^'sche Satz erhalt demnac^ 
eine eigenthümliche Beleuchtung, indem dadurch nicht allein ausgesprochen 

wird, dass^- — eine ganze Zahl sei, sondern auch ^ unmittelbare Beaeolmg 

dieser ganzen Zahl nachgewiesen wird, wenn n eine Primzahl ist. 



. §.-47. , . ...... 

Aufgabe. Die Anzahl der irreductiblen Congmenzen vtgp Grade m 
tu bestimmen, wenn n eine Primzahl und v. eine ganze Zahl bedeutet. 

Außösungn Es s^ foD ^0 (mod. y») eine irreductible GoogniiHic 
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vom finSiß ilf( a eine Wurzel von /a:, ra eine primitive Wurzel der Gongmenz 

^" - l;^P:(iDoA p,a) und jS =z of^ .,*",, so Wird es/)''— 1 Ausdrucke von a 
gdieD^ die^^icfat^O (mod»7?,a) nnd^ hinge^n /t^^ t^ 1 Ausdräcke von ß, 
iß hSmfgt nur von eiHer Congruens (tI*^-^)««». Stades ab (§. 48.))» 
^e\ nicht CDBgriient sind. Die safDmtlicIien Ausdrucke von qt reallsiren 

die Conpüebz ^T* -^ 1 =.0 (mod. ;^, a), diejenigen Aber unter ihnen, 
welche sich als Wurzeln von irreductibeln Congruenzen niedrigeren Gra- 
des als des n^en ansehen lassen , sind jedenfalls von einera Grade, der sich 
durch ^n*^ darstel|en lässt, wo v^i < v ist, und genügen mithin der Con- 

gruenz .^i^"^ — 1^0 (mod. p,a), folglich (^a i^'i jedenfalls ein Factor von 



--*-i ■ ' 
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n"^ sein muss) ^auch der Congruenz x''" -* — 1 =.0 (mod./?^). Aber 
die samrptlichen Ausdrücke von ß stellen alle Ausdrücke von a dar, welche 
d^teriCoiigiiiett^ genügen: $ieht man 'jJso. vcmli der Anzahl der Ausdrücke 
von a die Anzabl der Ausdrücke von ß sh, so behält npan dieicm'gen Aus- 
drückte iibrig, wiche erst in der Potepz p"* .-r^.l congnient i nach den| 
Modul (/;,a) wetdtn, und welche also die Wurzeln der irreductibeln Ausdrücke 
von oc'nach dem Modul V Vom Gtudie f/ darstellen. ' Ihre Anzahl betrilgt mittun 
.(/-li-(p^^l)i4^^ Da ab<»r; je nT Ausdrücke 

a in eifie. ^ijongnietiz w^m^ .Grade n"' eingeh^o« :fO wilrd die Anzahl der irreducti- 
beln. Congruenzen vom Grade n* nach dem Modul p stets durch 

p-^'-'r^^'''^^^^^ ausgedrückt 

' ' ^'■^"■- ' ■ ^' §. 48.' *; 

Aufgabe^ «Die Anzahl der irreductiblen Conßrvens^en vom Grade ^ JBt , 
O .1)^ zu b^stiipfneni wenn A, jB, C, D PrirnzaUen und a, b, c, d ganze 
positive jKahieo sii^d. - . ;, 

pieSchlusse spUen an den vier Primphlep A^ B^ Q D so geführfc 
werden! dass zu' sehen : sie» so wie die durch sie abgeleiteten Formeln, gelten 
allgemem. . . 

'r ^AnfJösung. Man setze A^ B^ & D^ ^ n und p^^'^'^'^^ 
^: P, jSLO wird die Anzahl derjenigen Ausdrucke von a, i^elche der Con^enz 
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x^^^^ — 1 = (mod. p, a) nicht genügen, wenn /ij < ^ JJ* C L^ i$t, 
durch die Fonnel p^^ ^ P^' - p"^ - p""^ - F^'^ + P^ + P^^ 
+ p^ + p«^+ i>»^+ P^^-P^- i>*- p'^-.fP +P ««•gedrückt. D« 
Bildungsgesetz ist leicht ersichtlich. Die Anzahl der gesuchten Congrucmep 
erhält man wenn man diesen Ausdruck durch A" "ß" O D^ diYidirt; «ie 
ist daher gleich }1>^^ - P^'^ . i^^ _ P^^ _- ^^ + 1^^+ //^^ 
+ p^+ p«^+ p«V p«>_ i^- p«_ p^_ />«+ P} ^_}^^ . . 

"Beweis. Zunächst bemerke man, dass sich der erste oben angegebene 
Ausdruck nicht ändert, wenn man jedes Glied um 1 verringert. Er geht nämlich 

alsdann in (P^^^^_1)-(P^^_1)_ (JP^^-l)_(P^^-l)-(/^_l) 

-(P'*-l)-(P*-l)-(P^-l)_(i^-l)+(P— 1) über, welcher Aus- 

4.3 4.3.2 ^ 
druck, ausser dem ersten, offenbar noch 1 — 4 H- r-^ — i ' o ' o '^^ EiiihcÄen 

enthält Da aber .'dieser Zahlenausdruck gleich (1 — 1 )^ und mitbin ist , so 
kann man den ersten Ausdruck auch in der angeführten Gestalt ! schreiben. 

Nun giebt P^ — 1 die Anzahl der Wurzeln von ar ^. 1 sO 

ABC ^-»Ä^»iy-iiK-i 

(mod. p,a) an ; femer P — 1 die Anzahl der Wurzeln von ar 

— 1=0 (mod. ;?,«) etc. bis endlich P —\ die Anzahl der WurttW von 

aF — 1 angiebt. Jeder Ausdruck von a^ der nicht con- 

gruent (mod. /^,a) wird, ist nun in der Anzahl P ., — 1 . durch die 

ABC ABB 

folgenden Ausdrücke — {P — 1)— (P —1) —etc. mitgerechnet« wirf aber 
zu der Anzahl derjenigen Ausdrücke von a, welche der Congnienz af""^"^ — 1 =0 
(mod. /7,a) genügen, wenn Ui < jfJB^OD* ist, und auf redudrt, indem die 
Anzahl derjenigen Ausdrücke von a, welche jener Congruetiz nur genügen, 
wenn /ii = A'lff'OD^ wird, durch die folgenden Ausdrücke unverändert bleibt. 
Es muss nämlich jeder Ausdruck von a, welcher der Congnienz genügt, 
^'"■*— l = 0(mod./?,a), wenn 7i|<^jB*(M>'ist, einer der folgenden Gongnien- 

zengenugen: x .«1=0 (mod. /?,a), x . 1 s 

(mod.;?,a), or —1=0 (mod. /?,«), x —1=0 (mod. 



r 
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PiO). Hier ist zu unterscheiden, ob. er einer , zweien , dreien oder allen vie- 
ren dieser G>ngriienien zu gleicher Zeit genüge. 1) Gesetzt, der Au»- 

druck genügte nur einer der Gongnienzen z. B. af — 1=0 

(mod./7|a) oder o; —l^sO (niod./?,a), so ist er in jener obigen aUge- 

meinen Formel mitgezählt, in den beiden Gliedern (P^^— 1) — (P - —1) 
nibr, in übrigen nicht; und da er in beiden Gliedern mit entgegengesetzten 
Vorzeichen mitgezählt ist, so fallt er in der allgemeinen Formel ganz aus. 

2) Gesetzt, der Ausdruck gMfigte dien beiden 0>ngnienzen^ --1 

= (mod. p, a) und ar — 1 =0 (miod. p, a), so muss er au^h der Con- 

gruenz ä: —1 = (mod. /i, a) geniigeo, weil P — 1 der grosste 

gemeinschaftiidie. Theiler von P^ — 1 und P — 1 ist. Es ist mit* 
hin der Ausdruck irl der obigen allgemeinen Formel in den Gliedern 
^pABCD_^^_^pJBC^^_^pABD_^^^^^pAB _ ^^ ,nitgezählt; mithin 

; — 2 + 1 = (1 — 1)* .oder mal. Er fällt folglich aus der allgemeinen 
Formel ganz aus. *)^ 



*) Es vrki hier too swei älit«i Gfebraaeli geaada, welek« folfenderaiMsen Uoten: 1) Ge- 
oägt ic^eod ein Aoedrack ^ lOflcieh ijtn CongraenieD «• — 1 = (iaod.f,a), «* ~ 1 = (mod.f^) 
or* -. 1 = O'dnod. f,a) elc ood I itt der |;rtefte geoeiaecliaftDelie Theiler toq o, 6, e etoi; ao geattgt 
q>a aoeh der Congmeiii ar' — 1 ^0 (med. j^M). 2) Ist i der gröaate gemeinschaftiiehe Theiler voa 
üj h, c etc.) a# if t ]/ — 1 Ati grAaate gcaicineehaftllehe Theiler von j»* — 1« J^ — 19 f — 1 etc., 
weaa p irgend eine gerne Zahl bedeutet Beweis «a 1) Gesetst r aei der grOaate gemeinachafUiehe Thei- 
ler van a «nd ^«.«nd « aa rwi^ & m r^i^ §• Jcann nun. « und y In ganaen ZaUn ■• b eatlam e n, 
daaa ais — bi^ ■• 1 kt Da ona (^f^, = I (»od.j»,«) nnd (t«)'^ = (mod. pta}Jsty nomMa.anfh 
(9«)'-i- = 1 (iBod. p,«) mdXfof^^ = 1 (Mai p,a), nnd milhb auch (f«)'^**'^' = 1 (mod. j^.a^ 
alao andi, »da «t« — Siy av 1 iat, ^ät = 1 (mod. p,a) adn. Der grSaate geselnaehaMiebe 
Theiler von «, A» e etc. iat nnn affe^bar Mwb der grMe gaoMinachaMIche Theiler Toa r, e ete., 
nnd dnrch wiederholte Anwendung dea Bewieaenen mif r und c ete. geht der Sati leleht hervor. 
Zu 2; Genullt r aei der grtol« gemafaiachaMiehe Theiler tub « oud i und « ■* mii S tm f4f, to 
aei wieder ai^-^-iiy «1 1, und uud y.aaiao gaaiaZahlea. rin|i iat hekamitllch tob p**i*— 1 und pV 
— 1 .das entere ein Vieliaehea von p^i — .1 nnd daa iwette ein Vlelfachea von p**' — 1. Der 
gitote gemeinaGhaftllehe Theiler beider Anhdrilöke mnaa mithin auch ein theiler' der DilTeruiit 
(i*i' — 1) - (p**!"— 1), oder von p-i* — f'^'^odervo^'^i y(ip«i-*i»-.i), and mithin ef»Thdl«r 
Ton p^^i (f' — 1) nein« Da nun p'^i'^ keinen Theiler init p» — 1 gan^nhifdiaMIch haben kmn. an mMp 
dieaer gemeinachaftliche Theiler in p' — T liegen, und kann mithm nldita anderea ala dieaer Auadruek 
aelhat aein. Hierana iolgt, daaa der grtoln gemeinaehaftllcha Theiler vdb p^ — li P' — 1> f* — . ^ 
etc., xngleich der grOaate gemeinachaftliehe Theiler von p^ * ] und f^ — 1 ete. Iat; und auf wieder- 
holter Anwendung dea Bewieaenen geht der Sets ^enror. 
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3) Gesetzt der Ausdruck genügte den Congnienzen o; -^1 = 

äSD , 2ACD_y " ', 

(mod.p,a),a?^ "" _l=0(mod./?,a)und4r^ — 1 = (mod. ^,a), 

so müsste er auch der Gongruenz ^ _ 1 = (mod. p,a), genügen, da 

P — 1 der grostte gemeinschaftliche Theiler von P — 1, P — 1, 
P^^ ~ 1 ist (VergL ^^ Ann^rkungX Er müsste mithin auch deQ'Cos^raen- 

zcn 0^ "^ 1- 1 = (nfiod. /?,a), är — 1 = tf (modi ;?, a) und or 

— 1 = (mod. /^. a)j gepiägen. Demnach wwde^^rM .der .iJIg^mtiiieii For- 
mel in folgenden Gliedern mitgezählt .sein: (P — . 1) -r (P — 1) 

- (P^«^ _ 1) -SP^^ - 1) + (P^"*- 1) + (P^*^- 1) + (J»^^ - 1) 

— (P^ •— 1). Da er nun in jedem Gliede einmal mitgezählt ist, so ist er im 
Ganzen 1^3 + 3—1 = (1—' 1)' oder mal gezahlt und fällt folgii^h aus der 
allgemeinen Formel aus. ' 

4) Genügt dbr Ausdruck sämmtlichen ob(?h angegebeneit '4 ' Congruenzen, 
so genügt er auch der'Congruenz x —1 = '(mod.j»,a), weil P — 1 
der grösste gemeinschaftliche Theiler von (P^^^-l), (P^*^_l), (P^^^l) 

und (P^ — 1) is^* Er genügt mithin auch den Gongruenzen a/^ — 1 

= (mod. p,a), (x —1) = (mod, />,a) «tc., ar *" — J = (mod. 

p,a\ ar _ 1 s (mod.p,a) etc. ^'^ —1 = (mod. p, a) etc. 

AMWD_i 
und endlich auch ^ — l'~ (mod. /'»a). Er ist'nntfain in jedem 

Gliede der allgemeinen 'Formel mitgezählt^ komnü daher 1 — 4-4-6 — 4 
+ 1 3= (l..^iy oder Oroal vor und fällt mithin aus der allgemeinen Formel 
aus. Es sind demnach in der allgemeinen Formel allein diejenigen Ausdrücke von 

a mitgezählt, die der Gongruenz af ^"^ ^ 1 ^ (mod^ p^ a) nur genügent 
wenn t^i = n ist. Denn diese liegen im ersten Gliede und bleiben von den 
folgepden unberührt. Da nun )e n Ausdrücke von a m^ einem irreductiblen 
Ausdrucke von x vom /rfm • Grade nach dem Modul p als Wurzeln ein- 
gehen, so wird die Anzahl sämmtlicher irreductiblen Ausdrücke von x, die 

zum n^ai Grade gehören, durch die Formel \P •— P — P 
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- P^^ - P^^ + P^^ + P^^ + P^ + P^^ + P^^ + P^'' ^ p^ 
^P^^lfi-P'' + P\^p^ö& ««»g^riickt, wo P ^^p^'^-'C^'^' 
ist A^ B, C D PnmzahleD bedeuten und der Grad u = ^ jB* C D' ist. 

§. 49. 

Einer ätifiooerluanieil Betrachtung der Torhergebenden Paragraphen wird 
es nicht entgehen, dass sich die erhaltenen Resultate auch auf die Moduln 
rmi der For^ Modi (p,ci)f Mod. {p^a^ß) etc. hinüber führen lautt. Hier 
genüge es, Folgendes zu bemerken: 

1) Es giebt in Bezug auf jeden Modul (p,Qi) irredüctible ' CongraeAzen 
Toti yeglidiem: Grad«. 

2) Bedeutet JF^or) = O.(mod^ p,a) ißine irredüctible Congruenz vom Grade m 
nach dem Modul (p^a), und hangt a selbst von einer hreductiblen (Kongruenz vom 
Chrade n ^äch dMi Mt>dul p ' ih, so ist jeder irredüctible Ausdruck Vom (mi)<e» 

öradie von'o:, welcher nach dem Modul (j>,a) ein Divisor vbrt a/^^^ —1. 

isi von der Form {x^^{ß)) {x—^{p''))x—^(ß^ 

z«^ Mf den^ Itf^pdiil (/^j«X ^ : 

3) pie Fi^rnfeln , für ^ Anzahl der i^eductibleii Gongrqenzen qach d^m 
Mqdul (/^^a). glühen futn.uu^^ dqi. gegebenen Yprf us^twng^n, , ans. den für 
den ModW p cntwickeltea heryor, wenaiiian, statjt/'i ^^;ynd sta\tt n den., Grad 

Ist daher m eine.Primzuhl, so erhält man ^ie Anzahl der irreductiblep 
Congruenzen vom Grade m nach dem Modul (p,a) aus der Formel in $• 46. 

durch/>"(^-l H— ^ ausgedruckt Die allgemeine Formel in $. 48. ändert sich 

nur insofern^ als P die Bedeutung p annimmt. 

Wenden wir zum Schluss noch einmal unsere Aulmerksamkeit auf den 
Ausdruck j?" — 1. 

In ($.18.) wurde gefunden^ dass jeder irrednct3>Te Ausdhrck irrchrtaeh 
dem Modul p iils ein Divisor eines Ausdrucks von der Form ^--»1 ansehen 
lasse. Es soll nun, unter der Voraussetzung, das^ n eine Primzahl' i^ 



•.priori gesucht werden^: in wie' viele irreducdMc AusdrAdkc des. wieviel- 

ten Grades sich t- nach dem Modal p z^allen lasse« — Zu dem Ende 

wird. behauptet: dass, wenn n, die kleinste Zahl ist, welche der Congruenz 
ffi — 1=0 (möd. n) genügt, oder, Was dasselbe ist, Wenn p m Bezug 

auf den Modul n zu fii gehurt, ^. in Bezug auf den Modul p in 
!LrZ^ imeductible Ausdrfidre vom Grade «fii^ Eerftilet werden könne; 

Hl 

«■—1 

Becms: ' Ist nänilidi a «ine Worxel des Ansdnicks -^^ff io *«t be- 

kamitltch, wenn n pme Primsaifl |st, •53j=^{^«^— «) (^— «*)%«;. ?.<^ — «*"*)• 
Setzt man nun p\ — 1 qp N^ so wird der Ausdruck, wetdüer- idie JIMi Poif 
lenzen der' Wurzeln von — ^als^Wiilroln in sieb scbliesst, zuO«r— ot^X*^— «^) 

. .*. . (x-*-a^**~^^. Geht nun iV nitbt mit n mtS, so werdfo. die |%Mle vpf 
jy, SWK, . . . . (jri— 1)A mit cTen Resten 1, 2, .. .n -? 1 nach dcm^ Modul n 
übereinstimmen, und der Auedruck (pc — a )(a:,~o*^) . , * (ijp— va^'^^^^wird 
mit (x— a)(j?— a')...(^— a*"*) oder mit -j— j zusami^tttfitltoBu Daiiiesei: Ajaa- 

druck füt X i=i 1 den Werft n mmifamit, so folgt, dass', VeittJr' is hiebt p 
iM, rr^^— 1 nach dem Modul p hur dnen irrednctiblen Rietor von einem 
solcheih Ghide »i haben könne, wefehei' der Congruent fft ^Im^ (rhod. i^) 
genügt (§. 37.)- Es bleibt nun noch zu beweisen, dass, wenn tsj '^e kleinste 
KaM ist, welche die Gohgruimz )e>^i -L^^l (mod. n) reiKsiit: dass als- 

dann — ^in^^-^^ irreductible Factoren vom Grade .n, zer^Üet Wi^rden 

könne. Gesetzt es wäre — ^i^/^'Ö^ + /'Ar, wo /^ einen irrednc- 
tiblen Factor nach dem Modul p bedeutet und Qx und Bx Ausdrucke von x 
sind, SP sieht man leicht/ dass die beiden Ausdrucke, von welchen dfer 
eine die (/^"i — !)<« Potenzen der Wurzeln von /ar.Qo? + pÄa? und der an- 
dere dieselben Potenzen der Wurzeln von fx.Qx als Wurzeln in sich 
sichliesst, nach dem Modul ;? congru^ent sein werden ($.2. $/3. !l^in1.)« Nenpt 

man nun a eine Wui«l , yoxxfx, so ist yä? = (x — a) (?c— O . ^ . • > (y«— af ) 
(mpd./7,d), wo 171 den Grad vonfx angiebt. Da nun,, weon p^i-rr-^l^^O 
(med. n) ist) und der Ausdruck,, welcher die (^^ Potenfeil der Wurzeln 
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Disqnisitiones de residdls cigusvis ordinis. 



1. 

Residuum f'^'ördini^'iDodüIi* Jlf intelli^bius numeram talem, qui po- 
testati humen ^Kcujüs ^ scc, morf. prop/congra fiat, \. e. A vocatur residuum 
/" ordinis mod. M» ^uotiiÄ numerus ± inveniri potest tialis, ut fiat 

af h A (ino^. Blf). 

Quo loco observandum est, in seqUentibüs hos supponere, numerum A 
ad modulum primum esse, quo facto bmi nönim x, A, M primi inter se erunt. 
Tbeoria enim numerarurtn »dri modulüin nonpriroorunT ad casum iDum sim- 
plicem fa^ile redudiur. 

2. 

Multitudo residuorum. 

Omnibus numeris ad modulum pnmis eoque minoribus ad eandem 
potestatem i*^ elevatis quaestio se oßert, quot barum pptestatum residua 
minima sidt 1010* ae ditO^rsa? Ut deicidamus banc quaestionekn, sit <r numerus 
aid M piiniuit cujus pot^ttas t*^ rtndiium i4 jfNraebeat» vel O' radix congruentiae 

(fl) .^t£A (med* M). 

I>enotante /s makkuiKaemiöiiiiiiüm hu}üa congruentiae tadicum, ex /x 
numeris ad moduluni 'prinis gignitvrnunüm idemqne residuum A. Designat 
perro V numeibm aditfprinum, di>(quäque radicum congruentiae (tf) diversum, 
cujus potestas f^ residuum B relinquat^ rri «p^ radix congruentiae 

(*) i ..«'^«<möd*Jlf). 

Quam {am in oaireiramxfaiigiraentia oc^st (oiod. Mj tot radices 
diversas babeat, quot simpUcibr ba«c cb'iBr 1 (mod. M^^ nmhitudo radicum 
congruentiae (&)« «adem erit, qme' congruentiae (a), hetnpe fi, ex quo jam 2fi 
babentur numeri ad modulum primi, qui duo residua A, B i^ ordinis praebeant. 

Grelle*! Josnitl f. d. M. Dd. XXXI. Heft 4. 43 
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Quoniam hoc modo progredi licet, quoad omnes ad modulum primi 
siDt exhausti, patet: 

Multitudinem residuoruiD^/' ordinis ifioduli cujnsvis Mt 
quae ad M sint prima eoque «WMra, numero integro 

>\:'"''Wut i^AJHinu} ^^»if^-ri ^>U f'^nunV\^A\\\\4^ii\ 

aequalem esse^ designante KfM mtiltitudinem num« ad M primo- 
rum eoque minoram, ft muhiludiiiirai^^iaidicum* coagruentiae. 

(c) x'^l (raod. M). 



Quum 
impar) admi 

numerorum t^ et z?""* C/'— iJ» demde con^ru^ntia (rj pro modolo ;r (abi n '> 
pro impan / unam radicem, orp pan autem ^r*'^ radufes habeat, designante 
2^ divisorem comm. maximum nupierorum /, et 2^"' (Cf* comoi. „Nova niethodus 
determmandi multitudinem etc.), sequitur: 



Multitudioem residuomm ^'/..ordiiiiainodtU )Eifi:ml, %»f,es9t^*-'— *^ — ^ 

multitudiuei 
impari 2P~^ 



multitudinem residuorum ^' ordinis moduli 2" pro pari / esse «^ * P>^ 



. .1-1 ; (iiiiiin '.!:; .' 



./■;•■'> 



I», .a)Mtt]titudo residuorum quadrat inlodüli .ff vel<9^^ «rt |(j|t^-Hli) ff^\ 
by Multitudaresiduonimicubfcbrumiiibodtili f? 6tt)«ot/^(i/ir-T]i) «at )h^\, 
prout /» = 12Ä + 1, 7s vel Wc^b, 11. r n 

lo priioa caau exstaot; ^(p-rl) : ooorresidäiai ie^ Mcundo yen q[ilicunque 
numerus ad p priinus tU residuusimibifniDiiinodii/)* ! w. 

€ ) Multitudo residuorum biquadrpti rptidd. 71 < Mt #<lit \(ip^lL ) aut Kp**^l )» 
prout /9 SS 4^+ 1 Tel 4tr t*-r3Uj;ii|)fi!loi v\ :»m.|, :,:..',-, y. :■,■ . 

In primo casu.'exstahtff(jpnrL) non-residtt», in secundo vero onme 

,..i.^ residuum quadraticumr esfeiinesijjiinmfrfaiqiiadittdciihi^nila «tMio: theoria 

resid. biquadrat soiius modoli fonnae 4A?lt*l ratio. babaidä* flit. QcKNi 

ex alio fönte petivit ///. Gautf^ tin> Tbeoria resL. bi^aadr.'Gomin. 

prima Art. 4. ••-••• Ihi .Ici. ..ni}iii'.:i-.! .. . -. 



// 
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^ d) Multitu^o j^^si^^^^^ p e,%X aut J(/7— 1) aut ^)— 1, 

prout /i = 20^ + 1, 11, vel 20* + 3, 7, 9, 13, 17, 19. 

In' steundQ casu quicunque numerus ad p primus residuum quinti 
ordinis est. ... 

11. a) Quicunque numerus irtipar residu.uip est ordinis imparis 
moduli 2*, (CEy). .'.,,.. 

b) Mültitudo residuorum quadrat. mod. 'i{i. est 2*^. quod alio modo de- 
monstravi m opere ^Grunert Archiv für jMLatpematik und Physik •Tb. 2 

c) Muhitudo non - residuorum /" ordinis paris est 2"""* — 2"~*~* := 

Muhitudo resid. quadrat mod. p ekt>^f^-*l) iiifr«;j||>v totidem sunt' 
inter p et 2p, inter 2ip et 3r» ^fCv .^roo muhitD^do residuomm quadrat. mod. p 
infra p" est p""* JCp — 1). ^e*d etiani multitudo res. quadrat. moduli p' infra p" 
est p"-*J(p— IX. ergo:, ^^ 

Quivis numei:v}|i| S|d^p.^fi^jmus, qui ipsius p est residuum, 
erit etiam ipsii^s p" residuum quadraticum. 

Cf. Gauss Disqu'isitiones Arithmeticae p. 99. sqq. 

Criterium generale residuorum r* ordinis. 
I. De modnlo iw=p" rel 2p'\ 
a) Quoties A est residuum r^ ordinis moduli M^:'p'' vel 2p^ 
semper potestas 

'•'■■•" ^ ^ ■''"" ■''-' ^M'- '-"■'" ' 

'•• ' «•nJiati'CongfM '«rit. .'» ' \\\'\?'n r.,.;. > ,/l,•l■■.'^( ■'- 

Habetur enim^=^ (mod. ilf), ergo y^ * = C^c') * ^.V^/ sl. 

Ä)Vice versa: ' ^^^^^'i^* P*^*^^*«'^^ ««*» 

semper erit ^ residuum t'* ordinfis moduli M. 
Efeiiim Ohme f^ ^dinis reisidutam -^ tongroentfae satisfach 

a? ' ^ 1 (mod^JM); • 

43» 



.336 9^ Amdty Dm^.ii& rnridwk ct^ums orjkos. 

ex d), ergo, qudm sinf^^rp- Vadices ' hujW cdtigi^enliae, fötidemque 

tpM 
residua /'' ordinis diversa, numerus A congruentiae ai *. ^l(mod.ilf) 
satisfaciens non ^residuum esse nequit, ex quo residuum e$9e debet. 

Taoquam corollariiirn habemui plropositionem, qoae myenitur apud 
///. Legendre in op^re ^Thdorie de norolires", n^inpe. 

Numerus y4 est resi^uuiQ qaadraticWD mod, ^ yd ipon-residaum, 

prout potestas A unitati positivae vel neg^Mivae congraü 'est. 

IL De modulo 2"^ ubi n>% 

a)Quoties A est residuunr ^'' ordinis paris» semper con- 
gruentia locum habet .ü .. . . ^ li^^ 

Est enim x' = A, ergo ^4^'"^ = (^""^^^ - (^O** = ^ 
b) Hanc autem propositionem cöd^fertere nöh licet 

Extant enim 2 " residua divefsa, omniaque ssitisraciunt congraeotiae 

(G) a;^""*"*sl (mod.2*). 

Haec autem congruentia habet 2.2"~ radices dii'ersas, ex quo restant 
2 radices» quae non sint residua f' ordinis. 

Itaque omnes numeri ijnpares, modulp 2 minores, in tres dasses dis- 
tribui possunt, quarum 

Prima {K) continet omnia residua i^' ordinis pdtis/ sMisfaduntque 
congruentiae (G) ; 

Secunda (Z) continet non-residua ea, quae ooBgrüentiae (Cr)satisfaciunt. 

Tertia (Af) continiElt non-residua ea, quae congruentiae (G) non satis- 
faciünt. . * • . . ; 



n-t-l 



Multitudo numerorum primaei^ ^^cyndae,, tcirtiae classisest resp. 2 

2"-'-\2"--^(2'-i>. ,'...,.■ '..!.;„.. "'.."■ . ",. '.. 

Jam classis determinenda eM,t ad quaainumeru^^.aliquif ipapar referen- 
dus sit. Priusquam autem hoc alMgumentum aggredior, corollaria 
quaedam huj. paragr. addam...; l 
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.7. ...... 

Pro t = 2 erit (f = % et ^'"'^^~ ^^ ^ \ (ip'^l).p^\ ergo 

a) ~ 1 est residquni y^l noD-residuum quadraticuia vßod.p* 
. ..yel. S^", prout J(;i — 1). 65,1 p^r vel fmpaiii;, i. ^ prput p 

for.Qiae 4m + 1 Tel form,^^ 4m -|r 3. 

Pro / = 4 erit d = 2 aut 4» prQUt|(p-rl) imjUff aal par, ergo 
£) -T 1 est i^pn-residuum. biquadirat, quoties p formae 

4m+3» residouai yero» aift non*residuuii^ quoties ;? formae 

8m -I7 l^aot .formae Sm-IrS. 
Gf« Gai^ss Theojria r^s. biquadrat (:omm._Prim. Art. 9.. 

c) Productum ex duobus residuis Z'' ocdiivis residuum ..est 

d) Produc.taoi ,ex residuo in noo^residuam est aoq-reariduum. 
.. f) Productum ex duobus non^residius tum residuum tum uen-resj^dman 

esse potest Si ?ero de residuis quadraticis agitur, productupn hoc seroper 
residumn est . - 

' ■ • - • ' ö#j . 

Solotio problamatis. decideadi^; aom sit iiumeru.s propositus 
impar residuum ordinis paris moduli 2*. 

Quoties n — 2 •==. H (quo ftcto ^ moltiplum ipsnis 2"^*), cöngruentia 
(6) transibit in haue x = X cm 1 tttödo sattfiiwat; ex quo sequittirt 

QuemcuAqüe nnmerüm ifii^pareiin ab unitate diversum 
ad classem tertiam referendum esse^ quoties ordo / multi- 
plum Sit ipsfus 2^*.u * . 

Sit jam n — 2 > A. Quum x- babeat~ formam 2*A db 1 (ubi A > 1 

atque A imparX.erit pj?q|/.»2y(uhiyimpar) x**"*"^ ac2*"**"*"^ Ä+ 1 (ubi 

h} impar), transitque coogrueatia (6) in hanc 2 "~ =0 (mod. 2"). Haec 
auteiii ^Dgruentia tarn modo locum halj^etj, quando k + n — 2 — X ^ n, vel 
Ä + 2 — A > 0. Ergo prop. haberous: ^ 

Quicunque numerus impar formae 2rh =1= 1 ad tertiam 
classem referendus est, quoties k — 2— A<Oj ad primam vero 
vel ad secundam, quoties k — 2 -— A > 0. 

Utrum numerus prop. ad primam pertineat classem, an ad secundam ita 
dadditur. ,^ 

Primum facile intellig^tur, quemcunque numerum forma« ^9,.~ ^ 
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non-residuum esse. Posito enim / := 2y (ubi y" impar), x' — 4g — l, habetur 

2*** Ä» + 1 = 4qrh ,^*':^*^~'-^^ ^r,-*^ IrH® H^lr O' *!• *• ''• 

Quando igitur o = 2*ä ± 1, atque k — 2 — A^ Ö, forma 2*A — 1 

ad s««ün^ri^ dasseni ' jklertihlet; - d^' «IteHa 'fbfmial' 2*^HH T ad firfmäni; eam 

si «öfitiiillite forihae 2*A i^ 1 ad' iecäftdam' pertiiHir^;' li^üia ti»nus<}Ue forma 

eadem multitudo, secunda 'dasais pRili^ 'Mmef-ös pftmä ^oittiMretj contra 

pfSHJced;: fe^ö'Walterutti'tfitectfsraa: '=•' " ~ ' "*» ' '■''■ * ' ' " 

"• "Qüotiesf ft Ui 2 A'AI*^; :<i-orttä J*»4i 1"Ü« p^rfhiimr fdrma 
veyö "fi*» ^ r i'd iecA'ii'äaWi 'fcItfsUfe •fiffer'W'd'si '«i*tl ■'■*■■■ 

Exempl. Sit modulus 2* = i% /i'fe 5;- '^ a 'ö,' Ä ^ li" *>t. 2 — rf 
= A- *: ^ Pro Ä'i= 2 esliJ _! 2'iü X'U>'b, ei^ peWäint'ad'^ft^'efassem 
fofiöae''4'Ä^i !■•• \h'\iii^'iiy\, l. i;% '-' 11,' 13i' 19,'^ 21/ 27; ■29'.' '' ■' " ^ ''* ' * 

' Prof **üi <> <5st'A?i-i'2-|!-'A'=iy'fl'; «ii^d' ad'^ffibftH'idsiJJtttf 'bcftinent 
forawie 8/1+ 1"'{A irf^i^" l e};-l/«l/25; «d'secdWäam >eW rdrttttf»' 8fc - 1 

Pro /r = 4 est /r — 2 — A > 0, ergo ad primdäi diftiteW perrinent 
formae 16Ä + 1 (ä impar) i. e, 17, ad secufidam vero 16Ä — 1 i. e, 15. 
s Itac{Qe ad: tertianki fassen peitioentiSy 16,^11^ :18iiA9,.21i 27^ 20 

(non-res. sexti ordi)i>'> . . ^Äuw^ v\\\^\\\^^ K;i'-.'Kf. : j,. ,;»^;. 

I j 1 ' ^iraoow -i v)satisf.congr,jr=l(inod.32) 

Ceterum puipero; pirima^r cls^i^^.r^ifpoQ^t .i^UM^ue xiuifif^ru^, ,2? — .^fecundae 

classi3^ ..', ', ,:'^-. ', .-.- . •.,.■1 . i Mi;i;,-i: iii',;,M.i 

In Universum pro k — 2 — A = liabetur fomia!2. A^fl^praebetque 

^alores pro Ä=l, 3;:'. (2"^"**-- 1) 

pro A-— ^2 — A = ITiabetur forina 2^^ÄH^1 praebetqw tatörey |ito A =ä 1, 8. 

.; .... "^ _^(2*^^— Ictc -■/- '^^v-: --J- . -i'- 

pro A— 2-A=ji_3::^A habfctur fotttta2'^'Ä+lprtebelqfoe^alöWta|>rdA« 
Ergo multitudo residuorum est 2 -4- * •+•...2 +1"^=2^ — 1, 

i!Ui suminae unitas adicribenda erit, ex quo mijrftitudo reverä iJ. , ut fieri 
debet. 



>: 1! 



Est autem criterium simplicior residui i" ordinis 2", quod ita lAtvtiitur: 
Forma 2*ä + 1 (Ä impar) res&m «t, quobM'Ar _ 2 -i:! ^'^ 0. Quodsi 
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ponimus k^2 + X + €p, habetur j4 ^^^'^^h'^l';-iAii'^ iitus ««t toter et 
n — 3 — > Ay ipsis liroitibus incksis«' ^Qüam jam 8^A repraesentet omnesnume- 
TOS mt0(^ iDter €^2*^^^^ *-* Ij htoc 4«orebili kabMMi^: : ^ ' ' : * * 

DeVklotaifi^^ Z JiVisörZm cbitiiii. tnMimum num'erorufn V, eV 
2*~ (ubi ^ par), at^ue h ntm^erum q'üemc'unqae integrum inter 
et ST^* — 1, ipsiu j limitibvs ibcl'ntr$, *'for4nä ' ' '' 

residua. ■'■'■■■ "' ' ' ■'' - - *■■ •'■ • ^ 

Tanquatn corollarium habetur proposltio haec: 

Quando potestas aliqua numeri 2 altior quam secunda, puta 2 pro 
modulo amimitdr^ idimm» ntanJcri iroparf$r Icinnae 8A^ 1 erant reaidüa qua- 
dratka, reliqüi utero «on^reiidüa qu«d#aitica.^'''Qo0d«lk»niodo probaViin*4kmtiiR^ 
„De protestaitüifl periodis. rad. primit etc." (Grunert Archiv Th. II. Hft. I. 
29 seq.) Quaestio qtiidem/ ad quam cfassiem numerus pt'öpbsitite '^c: mod. 

2* r^fei^endus si^ ^eöreoiate» quod ^eqüitiir, generali deciäitnr: 

Quoties numerus prop. ^ ,ej^t=l (mod.^ . ), .refereAdus 
est ad primam classem. • : t; 

1 . r-QurQttes aH pPi •^:I.<in0d.:K.iO' 9^ ^^con^am pertiti^bit. 

Quotie»: •deniqoe' ^^r (raoil. 2'^^^), juthn r *b -F' 1 et *t^''l 
diversus» ad tertiam classem referri debet. 
CorolL Productum ex nuni. classis / ki num. dass. / reperitur in / 

: i ,/ . . .. . • . ///. . . i . .4 .. . lU . '.' .' i . . . /'f vel //, 
vej /// prout productym num. j^ä^^^JJ 

10. 

3 paragr. praeced., q 
vis ordinis paris 



•• •• 10. ■ •• 

Propositio paragr. praeced., qua quidem tota theoria residuorum enjusr 
inis paris exhauritur pro modulo 2, facilius ita pirobatair: ^ 



fr 
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Quotiei ,^ cpogruentiae satisfacit. v ,. ., ..... 

ad exponentem pertiDfrii' ildj^^t^qw ett diviior exp^.^*^ /ie-adaxp« 2" , 
ubi n — g)<n— 2 — A yel 9? > 2 + A = 2 + A-f*^. £xquoh4>eMir 

denotante A^ integrum quesncunque (ad exp,.2 : .. pertinet imm. 2 /k:i: 1, ubi 
A impar). Forma autem 2 A^ — l.esl noo-residuum (8.), ergo quicunque 
numerus fprmae 2 . A + l residuum^, qupniam totjdem resi^ua c^njj^ruieatiae 
rr*'*"^ = 1 (mod 2") satisfaciunt, quod non-residua. 

IL 

Circa remdua. cvjurds ordims^pro-modiilo 2"oiliä ampiim^aaioerapdum 

rdiclum est Q^od vero aCtiBeft ad. modnkun p\ criterian <Mli 6. ab moloiUa 

. . ] -. .■ PTT-HP^U ■ .V. ■ ^.v 

quadum dod liberum e0^ quum residuum potestatis ji:.., A , determinaa- 

dum sit. Quaestio circa residua quadratica resolvitur tbeoi^mate fqndait^entali 

(lege reclprocitatis) quod ///. Gauss niethodis diVersis demonstravit Theoria 

residuorum brdinum välde quidem ih Gau^fsib'pTomöiB^ sed ar^müilCum dis- 

quisitionis diflidllimum praebet. '* t • 

Adjumento autettif'tabulae indieatn fädle dedditür,' utttmi'iiQroenis 

propositus residuum sit an uon residuum, ut sequentia docent.« 

. . • , . ■ .:!'.'<;..- 

Quando A est residuum t^ ordinis mod. p" vel ^/9", Ind.^ 
per divitforem communem maximum nunu U et p""*(p-— 1) divisibi- 
lis esse debet, et Tice versa, qüöties Ind. A per hunc diviso- 
rem 6 divisibilis est, residuum erit t** ordinis mod. prop. 

In prima enim supp. habetur x* ^ A (mod. p^ vel 3^"X ^^g® ^ l"^* ^ 

= Ind. A (mod. p^^{p-\% ideoque L Ind.o: = ?2^ jmod. Öjlll^ j 

In secunda supp. est congruentia resolubilis -jind. x = — ^ — 

^ jmod. ^ y M , ex quo. t lud. X = Ind. A {mod. yE>'~X/'--'l)t, ideque x' 

^ • = ^ (mod. ;?" vel %>"). 






IL, ( . 

Simili modo probatur haec propositio. 
Quoties^ est residuum t^' ordinis paris rood. 2,..fietnper 

Ind. yf*) per diTisoreip ^cpmin. oroaiti^mqm. n^ut ./m.2 .^ 

est, et vice versa, quoties A per hunc dixi<^f}C|Qi diYi«ib,Uis,,( 

residuum e:s'$^ debet i" 9i;4ip)«:ii rn .. i ; y. . i..>: ... / 

■ . ' .' ■'. .1: .^.^ ■ 

■ Periodus*: retiiAnorucn. -1 ri^-.vn. ;:!;-"'! 

Sit ^ numerus ad exponepteiU: ^, f[ f pjert^denji.j.^. mo^^^^^."^ ycl 
2^", eruntque resiiiua polcstotum .:.!:•. * :- .»!»■ .,i . n;« 

i ■•• ■ ■\ ' .' ■— I« ; <■ ■ i ---11 ,' »i j_i. , 

quorum iiiultidudtf^ multitudini\residiionini' /^i-ordhiis aeqaahs, 

se diversa. Qupm omnia sint residua f'V ordmis, bis potestatibus pnpi|ia.w8idiMi 

exbibentur. * 



..<' 



\ '!j|* ..fV) Mli.; /^..'r.i.j ,l:^<| ,<•) "^ 



SiitiHi rtiödo fiafef ; btiitiia i^siddä f^' drdiitf« jtiriü^ widA; 2^ ^häUds po- 

r ■■■.' .^. i^ ■> ^» »I » 'fUj?- ': . i , : -; -.j •* .:..-. i »i ■ '^ ■ ilfi 



•»; .^ ii :* . :i; (!i!r ü 



designante A nümenim ad espöbenlMi S^ periinefitemf 

\^ ',li f'i'i fV. 

Relalione» qatt^dtfm r^krdüöru^ •ins4gvi'<^s.H'. i tiUrfxMi 
Summa ^ residuorum oronium ^ ordinis moduli p (ubi^/i tmA. pt^ntln 

impar) ex \\L) congrua est summae potestatutn A'¥ A, ^ A Hhetc.+^ a ' 
ubi rf divisor comm. max. num. t^ p — 1> atque A ad exponentem 2-j — per- 

tinct, ergo habetur s{A — \) = A{A-T' — 1) = 6 (mod. p). Quodsi -^ — 1 



*) Qaodcanqae reiidoom utpote formae 8m + 1 indiee aliqoo gmdet ice« mod. T, 
CroDe'f Jomrul f. d. IL Bd. XXXL Hell 4. 44 
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non ^aneacat, erit 5 = (mod. p). Si vcro A — 1 eyanescat habetur l — r — 

Tneorema prmiwn. dumma residuorum omniun /'' ordinis 
lHlyd!tili>- per>^diVh?Mn^"*it/V^ **sü, lö^'qob ordo riü-' 

mtt^^p-^'l *€?qtiÄlis''e8*.-'"*' -"''i ^* 

Nota. Summa residuorum quadtdft)d)him per/> df^isTbiKiJ est; tftfcepto 
casuy in quo p =z 3. 

Hoc tbeorema etiam pro modülo* /;" vel 2p" valere, ita patet: 

Designentur residua/quadnlidi per^9i^>i(fi;i ^« . . q^. Jam 4 residuum 
est moduH cujusvis, ergo residua quadratica omnia exbibentur productis 4qi , 4^ 
493, . . . 4q^, quae sunt ingopgr\\ai l^t facile perspicitur. Summa igitur s 
fesidubronl' coilj^ra '4s, veV'is ='i;''ex* quo'^äi* = rt. ^Ergo, quum 

casum, in quo p = 3 exceperimus, erit s ^f^ii^eii. p''tir^^^2ff')^ j «in: 

Productum residui^^tStk'./''^ ordinisr moduli d" vel 2jp" congruum est 

j |Hh Y yLJ»f|il|»o ?ifdit>;l>"ji()«i ^id ,?lnMno ^ \ i.nlii^.'H l"!/». «-i»aii'» nmij*^) .li/.y/i!' 
^- — ^ impar est, habetur manifesto productum illud P = 1. Si x^o 

£ — ^^ ' est par, perspicuum erit, e^e jP = '— 1. Ergo habemus 

Mr| e\ii\IEk€^^rr^.!if(mk(^^ ordi- 

nis cujuisvis moduli p* vel 2p" unitati congruum :^f^t.,|px>§ÄMYi*^ 

aut negativae. Positive s^mend*^ er^t u^^iitas, quoties^ ^^ 

impar, quoties Mi^riPiiiihiq 'n'ulBe||i9iir>,p)i^Fy (MnfttAIrditt^Ba^liYf^tAi^Vih 
menda est. 

Quod attinet ad residua quadr^ica, propositionem ah'o olim modo de- 
monstravi in .^^Gw^.n i„]^i -pplAtJ^mP nprtiivdw [^eV^n nifitUi^ert Archiv 
Afffirnfj mntl f^idw; v\ üniiodi /iiillrr^» \ friH'iKifo Miifioiiliirn /. tauiiv.ii^. 
^ -S^kibam Sundiae d. .3. M.,Maji 1845. , . , 

.<j - -- — ^ iU'yUvuu>x\f'i Uli V. '.»fijili; ,« — n .\ .lüJin ./«in .:':;mi)> ir»i/I!» (» idi» 

'- .' ' .o •*! ;iiiiI.t:' ('j!|ii;i: i-iibni I -f- .w<- rü.fTfmi t.'fij'i. ij-.f:i-.'/-i •>.j.ji!i )i»'.ir»^* (' 
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Bemerkiingeii über die Verwandlung der irratio- 
nalen Quadratwurzel in einen Kettenbruch. 

(Fo« Herr« Dr. ^re^f ^%^ ^tratsund.^ 

JLlie Untersuchung, welche ich atizu'stellea ' oeaBs^^ ,ins- 

besondere die Discussion der Gieipnung^.. ,, 

welche bekanntlicK immer in' ganzen Zahlen Wl6si)ar'ist»'in(^em p^ q ^fai^ 
und Nehnetr des vorietzten PürtiäAWeHhev'Ugitod elhäf'PeMode 'des'Ketten- 
brtichs fdt^yA nnd; jedoch muRP dib>Pel«>dr gr«^bfi Ra^|e9-8ip}^,''wUii die 
Glieder^U der Periode* dejp'iMtenbirudkiiwigarad^ äüu-M^erin ^laff^dthmifeh 
obige^ Gkridnmg «vom i«iii'ai<bKiiMdsdl^ Slndpu«iM;)^ua>idiiKevitiuilihttthl^f'Bb 
ergeben sich bemerkenswerthe Eigenschaften der Zahlen p und y und^^iMt 
Ausnahme ^ eines ■ eiaaSgen- OFaH» /ein Gfiterrap da£ir , /dl) vdk) Gliederzahl der 
Periede gerade eder ungeradte sei. :B>raii 'khBesai > sich }fBg fl ttnW k aAt l irti g über, 
die MittelquMieiiten der Periode/ wenn •blotieiitbvfaiiid0n>ipodi'^^ ^ ^ h 

Jß€ß€ndre hat die Glejcl^g ^-^^*s 1 in der)7]^tVfMr <i(0>( ,npmbres 
schon aus einem ähnlichen Gesichts|)unete betrachtet, je^^^ji^^^.pf^yjolUtändig 
und nur für den Fall, wenn^ eine .Pri^ahl . pdcr. j^^ij.j j^^ Wf^9j^ 

Primzahlen i^t Jc"^ haig ^die Unter$uchuna yerall^eiMij^ertj^^j^ 

JLndepi, ich mich; 1)89)1 /dijesen Yorbemericun^en zim^ iGc^ens^p^^ 
wende, bemerke ich« dass in pbiger/GJeich^pj^ , uqt^r ^,| up4;(^.| WQp^:^ci 
kleinsten Zahlen (ausser 1 und o) verstanden werden welc];ie dipijflij^ auflösen 
die also Zähler und Nenner des vorletzten Partialwerths ip der .ep^^dei:. zwei- 
ten Periode sind, ieoachdem die Gliederzahl der Perioid'e, ^n^e oderiun-- 
eerade ist. ' : . i ' 

O yf. ::= ..m 1^1.. 

.:-- ,.• ,x) — r \-. — .V ,0 i 
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I. Discussion der Gleichune 



wenn A eine ungerade Zahl ist. 
Die Gleichung werde io Factoren zerlegt, auf folgende Weise: 

V. .. (p + i)xp-iy^Af ' 

Die UotersuchuDg erfordert die Unterscheidung zweier Hauptialle; nämlich: 
(A) p sei ungerade und q gerade. 
^jln diesem Falle M xwn^ + iy^p — 1) ä A.(^^q)^( fsi nun 
& das grosste gemeinschaftßche Maass iron l(p + 1) und ly, so ist der Theil 
der Gleichung reckte durch d^ Uieilbär, also auch der Theil links, und zwar 
\{P Hb !)• Setzen wir daher i{p + 1) ^ &\if Jy = ^V so wird f(i.\ip—l 
= ^^' ,fluR .i^.aber g' zu Qg priio». folglich geht g"^ io iC/' -^.1) wf. Sistzt 
mn dilier. 4(^-^1) 91 g^,q^^ aa .ial^i^ s ^. Noch mag bemeikt wer- 
dfn^ diss g' das grosüe gnneipaehaftlicbe Maass von kCp-^l) üild ^ ist, 
dtoA in htideD Zidilen geht es m£ nnfl. die Quotienten aind relative Prim- 
aableiü- .'^• 

(£) Es s«i /; gersde und g ungeraide« 
Die Betrachtung !tt der in dem ersten Falle ganz analog. Isl namlicb 
)etzt & das grossteigeoMMsdiaftliehe' Maass von y+l und g, ^Uop+l ss t9^Q|. 
g «?#^, so wiird ^, (^ —' 1) == Jlg^. Da äuh 9' zu 9, prim. ist; so geht g^ in 
/> — 1 auf und man hat /> — 1 == 9" Qa also, pjpa == A. Zugleich ist g' das 
grÖs^ getneinschafUiche Maass zwischen p — 1 und g. 

Bezeichnet nun in beicferi Fällen ^1 das grosste' gemeinsame Maass von 
p + 1 titid g, &^ das von p — 1 und g, so hat liriin/ jeoachdetn der 6rsle oder 
^.weit^ Fall eintritt, das erste oder zweite System folgender Gleichungen: 
Erstes System. Zweites System. 

'h(p + l)^(\&,)% lp + 1 = »M 

5*15*1 = 57 < *i*i = g 

91^2 = ^ J O-, O-t = ^ 

1 = G*i)Vi - (5*a)*(?2 f 2 = *iVi ~*,Va 
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Im eiilin -System vsisd ^,:^ ungerade und relative Primzahlen. 

Voodeo Zahlen .|^t/|^ ist die eine gerade» die andere ungerade, 
und beide wk^^ ebeofalls relative Pritnzahieo. 

Im andern System sind 0*1 , tr^ ungerade und relative Primzahlen. 
19*1» 19*, sind ebenfalls ungerade und relative Primzahlen. 

AUes dies ergiebt sich bei aufmerksamer Betrachtung obiger Glei- 
chungee. . 

Femer ist die Ben^erkung nicht zu übersehen, dass im ersten System (^1 
niemals die Einheit sein kann, weil soqsl die Gleichung + 1 = Ch^d^ 
(\^%^A^ Statt (ande, welche der Annahme wiederspricht, dass p und q die klein- 
sten Werthe der. Gleichung 1 =: ocL Ay^ sein sollen. 

Endlich ist zu bemerken, dass die Gliederzahl, der Periode des Ketten- 
bruchs für yA ungerade ist, wenn ^ = 1 ist, und umgekehrt 

2. 

Ob nun das erste System oder das zweite Statt habe, wird von der 
Beschaffenheit des ^ abhängen, uad beruht zum Theil auf der Form, welche 
ditf rechtseitige Theil der Gleichungen 

in jedem besondern Falle annimmt. 
i^A) Ist \^i ungerade und |d^ gerade, 90 muss (^ die Form Ak + 1 haben. 
Ist |t^j| gerade und ^t^, ungerade, so muss Q^ die Form 4/r + 3 haben. 
Wenn also A von. der Form Am + 1 ist, so müssen 

(?u ^ beide von der Form 4/r+I sein, wenn f^iungerade, und Jd'sgerade, 
und beide von der Fonp 4/r+3, wenn ji^j gerade, 10-% ungerade ist. 
Ist dagegen A von der Form 4m,;r|r 3, so muss 
(^1 die Form 4A -ih 1 und 
(^ die Form 4/r + 3 haben. 
{By |n Bezug auf das zweite System ist leicht Folgendes zu erkennen: 

Haben 0*1, a^ beide die Form 4Ar + 1^ oder beide die Form Ak + 3, 
»*> jirt, .^iVi — ^x^\ von der Form Ak. r i ; . 

Es müssen also, soll das zweite Systefn gelten^ or^ und o-^ von ver- 
scbie^eofr ,F4;»rm .«ein*. ....;:..;. . .,. i .;.-, 

Man wird insbesondere findenj^ dass nur folgende* Gombinationen 
def'talileh' 0*1 ^tifl o". Statt Ukben kfinnea': \ 
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(Ti = 8^ + 1 er, =a 8k-hbo^ sFÖÄ^-^'cr, ä= 8* -4- 7« 
cTj ÄÖA-».^ 0-, 4a 8* + 3- ori =? dAr*'!: öy ifc sA'+ft' 
y/ = 8m+ 7 A — 8OT-+- * • A ä= 8»*H--8-'^^i<'ti'8mi4-lfe' '• " • 

.:■'■' ■:...:■ •■ .S: ••, u- ;. ••-•:. .■■ ,r. 

Aus dem vorigen Paragi'aph ergeben Mch f&lgeifdis zWei tiauptlMtoreine : 
Erstes Theorem. Wenn u4 von der Form 4m + l tsifl s6 
findet stets nur das 6tste System' statt iinci ' ' * ' sni,. 

Qi und Q2' Sind beide Von der Forte 4Ä 4- 1 , jJecAn ' |i^i 

ungerade, und ^^ gerade ist, 
und beide von der Form 4Ar + 3« 'Wfenn Jt^V^getaae^^ 
e ist. 
Zweites Theorem. WenÄ -.4 von der F'drifö*''Äi?4 + S i^tV'so 
kann das erste, oder das zweite System gelten. Ist jenes 
der Fall, so hat 

' • ()i die Form 4Ä + 1 lina - ^ '' *''* 

' - ' '^Q,dieFonn4Ä + ä;.:' ';' ' ' ;'' •'-•f«'--!''''"- - 
Findet aber das zweite System Stiätt/ so' müss WiVie äii-r'^Ifa (^^ 
aufgeführten Gombinationeh vbb 0*1 una a, eintreten. 

Besondere Üntiersuohungd^ür Form J# «*fr 4i¥i 4*'l.'' • ^ 
ä) Ist ^ eine 'ungerade Potenz einer' iaB*$öluten Primzahl *- voh ^er Form 
4m + 1, $0 müss, wegen Qi (j, == -^, und Veiriji und (^rcffät.' Primzah- 
len sind und 91 nie die Einheit sein kann/ nöthwendig' " 

Ol t=2 j4 und Qj = 1 ' 
sein; es existirt also die GlefchuAg ' '!••>. 

- 1 = a&di ii&,y-4. ' ; ^ ^ 

Wegen der letztern Gleichung ist ' \ 

a) — 1 ein q^uadratischer Rest einer ung'^radcTn ' Potekiz 

jeder Primzahl von der Form 4m + 1 uHdt ' 
/?) die Gliederzahl der Periode des Kctle»nblfü<ihs für 
VLi stets ungerade. n , .i,,. .; 

Bezeichnet man ferner irgend einen vollständigen Qtiotie^ten'deVKiElttenbruchs 
fur^^ durch ?— _^ — ^^ so ist^.weflo die GlicdÄr^ahljlw^Peripd^ ist. 
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bekanntlich B^k^i) = jß^ft+i), also wegen der bekannten Gleichung jß{(ft.i) 

d. h. ';:..•.-' ■ ■ • . i r: . / ' 

"t iy) Jed«;. Qogerade Potenz einer absoluten Primzahl 
voQ d.er Form 4m+l ist die Summe zweier Quadrate. 
Auf iäboliohe Weise findet man .daS: letzte Theorem für den Fall, dass A eine 
Prihisahl J|l^ erwiesta yoixL^^^üdre in der Theorie des nombres. 

b) Enthältutf einen PrioiCactor von der: Form 4m + 3, so ist bekanntlich 
. j irr.l Nifihtr/quadcatfachei*. Rest von ^, fo^Iich iano die Gleichung 
'>-l R^ ik»^l,(\(h^^A AwMX nicht Statt haben, also 
:.!/' ' ;-aci) in -diMefiD Fail.'le ist ^ niemals die Einheit; 

. • ßßf)^ie GUederzahl der Periode des Kettenbruchs 
.') :: ' is:t' itets:igerade4- 'i. - -. 

ii n :c)i £s' hloib^ uo(^ dcii Fall übrig, wenn ;X^ nur Primfactoren von der Form 
4m + 1 hat Beispiele, deren ich zwei hersetze, zeigen, dass die Glieder- 
zahl der Periode baldigerade,hiddiingerad$ ist. Zu bestimmen, wenn sie 
gerade ist und wenn ungerade, ist mir ncidi i nicht gelungen; gewiss 
bietet dieser Punct eine interessaiAte-Uutersuchung dar. 
.. j h i. { '» .■ ;i ii » •■ 1» ■ - M #i ■•, . il -> r* I i .. '-. I « i. j • . : '. i '. . . ■ .i l■ 

E^ste5;-. Reisp^eJ. .. .:, : : Z^wcites Beispiel, 

^>;^iia.l7r^ a21:r. .••:.' : ^ » .5'13 »= 325 

Y2!21~14 + !^^' 'f325 = 18+l^^« 

_ 1/221 + 14 _ ^^ V221--lt 1 1/325+18 _gg^]/ 325- 1 8 



1/221-14 25 ~ - 76 '' 1/325-18 "^ 1 - l 



25 _ 1/221+11 _ g^l/221-.13 



^^*-*^ * • f Hier ist die Gliederzahl /t ~ 1, also un- 

1/221-13 13 , 13 geraae. 

13 _ V 221-:i3 _^;^ l/22ll n '" "' 
mi-i3 4 4 s 

V221-11 25 25 

^iwCii» M" .'i..'i()T:^T.-.:i ^ii=:- u^ . ■■ ^ . 
• ••.*• ■ *,' \ * ■ I 

Hier ist die Gliederidfl ^s= 6, also gnf gde ' 



348 27. jirndi^xudeuKaien^rmch€tL 



- ...:>■' .- 

Besondere Untersuchupg dfr l^orm ^ =b 4m -I* 3. 

Wenn j4 die Form 4m + 3 hat, so kann niemals ^ s? 1 oder — 1 
= (i*2)A (Id-i)'^ sein, iveil — 1 krin quadratischer ReM'>toQ der Form 
4m + 3 ist, folglich ist die Gliederaakl nötbwen-dig gerade. 

Ferner zeigt sich ans dem Vorbergehenden/ dass an sieb koiiwoM dm 
erste als das rweite System gelten kann. Ü^Venn aber J< eiire uAgerside Po« 
tenz einer Primzahl ist, so findet nur 4)as z i^ ei t«^jSystem Statt > i 

Denn wegen der Gleichung ^i ^ rrs'iA^ und weil wedierl^ ooch ^ die 

^Einheit ist, gilt das erste System nieoiab; «also gib diai zweite* Daher ist 0*1 a, 

= ^, also entweder 0*1 = 1, a, = A^ uM dann > ist ^ b 8A + 7 (cT. 2), 

oder 0*1 =s Jl, (T, s 1, und dann ist A =: Sk-irS. Dies gidbt folgende Sätze: 

a) Wenn A eine ungerade Potenz csioer-Pr^imzahl von der 
Form Sm^7 ist, so findet das zweite ^^s^tett^latt und 
es ist • . . ' : ■'■ v.-^i '■*' 

a^ SS X^ und XTiisa A, .:•■■. V.'.i: 
als'O ]8tvd'ie>^Glbicbu'ng .:••■)./ mi:, .'": i*.- 

vorhanden und 2 ein quadratischer Rest der ungeraden 
Potenz einer Primzahl von, der YÖttä Sm-^^/ • ' 

b) Ist dagegen J< «iite ungerade Potenz eirii4r: Pritbiz^bl-^ohi 
der Farm 8.mr4r3, ^o findet zwar '»ircb^dai. f ^ireitckcS^stem 

. S,tatt, aber er ist ,.., ' , , , , 

crj ?p: ^, und qji .= T, . - •/; _ u/^ 

also ist die Gleichung 1 . ^ n+-IM!__ 

hl j CA • '*^ -*• «> I Tfc li •Jl<^<• 

ande^ und — 2, i,e;i 

Potenz einer Primzal 



:4* — r, ira— Vi -n - . ... 

jiii, quaäratTTtbfi'^ R^^iidier uAgeri^den 
ahl von der^ Form 8m + 3^ 



6. : i f.'-^-li-i 

Beweis eines Theils des llexYJlVo^^täts^^s^U ' 

Ist A das Product zweier Primzati}ea |Af )ind iK vopi4efsJUqrm irnirf- 3, 
also selbst von der Form 4m + I , so muis nach dem Obigfen di^^lSUiehttg 

1 = (h&i) \i - a^v^ 

Statt haben, und dabei tM;fgj|(asii;ud|:=:\Jliyi't(r}iii.)59i'l> i^-i i')iif 
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Da nun weder Qi noch ^ s 1 ist, so muss entweder 9^ = M^ q%^=N, 
oder Qi = N, und q^ = M sein. Es findet also stets eine der beiden folgenden 
Gleichungen Statt: 

1 =. (Jii^JW- a»^\^f: 
jene, wenn M ein quadratischer Rest von N, diese, wenn iV ein quadratischer 
Rest von ilf ist. Da nun beide Gleichungen nie zugleich vorhanden sind, so 
kann nicht zugleich il/ ein quadratischer Rest von TT und IV ein quadratischer 
Rest von M sein d. h. 

Wenn zwei Primzahlen beide von der Form 4m + 3 sind 
und die eine M ein quadratischer Rest oder Nicht-Rest der an* 
dern JV ist, so ist diese resp. ein quadratischer Nicht-Rest oder 
Rest von M. 

7. 
Discussion des Falles, in welchem A das Product zweier Prim- 
zahlen ist; mit Hülfe des Reciprocitätsgesetzes« 
Wenn A =^ MNisX und ^f und N zwei absolute Primzahlen sind, so 
können nach dem Vorhergehenden bloss folgende Fälle eintreten: 

) - 1 =ö^-ö*)*^, 
Erstes System \ß) + 1 = (|i^i)'M — ([^O'^f 

) + 1 c=Gö.,)W-(|^o*itf; 

) + 2 = *i' — &^A, 

Zweites System j^^ + 2 = *,W-^.W, 
) -h 2 = ö-iW- ^,W. 

d) Wenn M und N beide von der Form 4m + 1 sind, so gilt nur das 
erste System, und zwar eine der Gleichungen a), ß)^ y) wenn iJf =s HN^); 
denn da zugleich IV =^ RM ist, so enthält jede derselben wenigstens nichts 
Ungereimtes, Ist aber M = nßJV, so können, weil zugleich iV=: riRM 
ist, ß) und y) nicht Statt haben -^ folglich gilt dann stets a). 

b) Sind M und iV beide von der Form 4m -f- 3, so gilt ebenfalls nqr das 
erste System und, wie in (6.) gefunden, ß) oder y), je nachdem M== RN 
oder M = nRIVist 



*) M am RN bedeatet in Folgenden, dMS M ein qoadratifcher Reit Ton Nj und M ob «ilAT, 
da« M cb Niebt-qiiadritiacher Reit von N Ut. 
Cr«lVf Joanal f. d. H. Bd. XXXI. Heft 4. 45 
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c) Es sei M = 4m 4- 1 und IV ss 4m 4* 3« Die Gleichung y) kann io 

diesem Falle nie eintreten, weil sie identisch mit — 1 = (l^^M 

— (i&ifJV und — 1 ein Nicht -Rest von der Form 4m + 3 ist 

aa) Ist nun M =s .R]V, also auch N =s RM, so findet man» mit 

Berücksichtigung des Reciprocitätsgesetzes und der Criterien für 

+ 2 und «— 2^ ob diese Zahlen Rest oder Nicht* Rest sind, leicht 

die folgenden Combinationen, wo die Buchstaben zur Rechten 

andeuten, dass eine der Gleichungen, die sie reprasentiren. Statt 

haben muss: 

Jlf=8*+l) M=Sk +l] M=:SÄ+5J 

-rf?=8m + 7) ^ = 8m-»-3) ^ = 8m + 3J 

M^Sk +6) 

AT = 8* +3U). 6) 

^ = 8m+7] 

bb) Wenn endlich M = nRN ist, %o wird man folgende Zusam« 
menstellungen als die einzig möglichen erkennen: 

ilfsS^+l) i«f=8A+ll M=8A+5i 
N^^k +7>rf).^= 8;^ +3W)A = 8Ä +7>«) 
^sa8m-H7] ^ = 8m-l-3) ^ = 8*4-3^ 

J»/=8* +5) 
Ar=8Ä +3U). 0. n) 
A = 8m + 7) 
Daraus folgt, dass fiir M = nRN das erste System nie Statt hat. 

8 
Aus dem vorigen § aj) ergiebt sich folgendes Theorem: 

Wenn -^ ein Product zweier Primzahlen von der Form 4m -I* 1 

und die eine M ein Nicht- Rest der andern N ist, %o mnss 

die Gliederzahl der Periode des K^ttenbruchs für |/^ 

ungerade sein. 
Dieser Satz dient zur Vervollständigung des fraglichen Puncts in (4. c) 
Ein Beispiel bietet der Fall ^ 4- 5. 17 = 85 dar, denn 6 ist ein 
Nicht «Rest von 17; die Gliederzahl wird hier ss 6 gefunden. 
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9. 

Zusioitnenhang der vorhergehenden Zahlen mit Elementen des 
Kettenbruchs, dessen Periode eine gerade Gliederzahl enthält. 

Betrachten wir den Ketteobruch 

^^a-^^ — 



9it-i Ol 



«JA-i + 1 



flji+ 1 



Äi».i + ..+J_ 



so lässt sich der Werlh desselben zunächst durch t^i r^» undu,. bestimmen 
Denn es ist bekannt, dass der inverse Kettenbruch — 



<S*-i + * 






zs St± ist; Daheristnach dem Bildungsgesetze dreier benachbarten Partialwerlhe: 

oder, nach leichten Reductionen, wenn der Kürze wegen 

(1) G = ö|* yj»., + 2qyt^ 
gesetzt wd, 

(2) /^4.i+(-l)**=^jfc-i G, 

(3) q^^, + = 71^» G, 

Da /7|i.i und 911.1 relative Primzahlen sind, so ist G da» grosste ge- 

/meinschaftliche Maass zwischen pk^i + ( — 1) und q^^g. Es ist also G = ^ 
oder =s ^2, je nachdem |A: gerade oder ungerade ist 
Set7t man nun 

(4) rt^? - ^>i. = (- 1)** Ä», 
wo bekanntlich ß^ der Nenner des mittleren volUtändig,n Quotienten ist, so 
folgt aus (2) und (3) leicht, dass 

(5) %»Jiw, ^ B^G 
ist. 

45* 
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Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich: 

(A) Es sey jB|ifc ungerade, also G gerade. 
In diesem Falle muss Byt nach (5) in Pit-if also nach (4) audi in 
ji aufgehen. Setzt man also 

(6) A = Buji\ 
so verwandelt sich die Gleichung (4) in folgende: 

(7) B|».(f)l>iy^., = (-l/; 

woraus folgt, dass Bift und jfi relative Primzahlen sind. 

Femer wird die Gleichung (2)» wenn man fiir p{|.i den Wertb aus 
(5) substituirf, 

woraus mit Berücksichtigung von (7) folgt: 

(9) li^^,»(^i)**j=^.9Vi. 
Aus dieser Gleichung und aus (3) folgt weiter, dass 2911.1 das grosste ge- 

meinschaftliche Maass vonp^^i — ( — 1) und q ist. Setzt man endlich 
so geht (7) über in 

<ii) ^».(1)1 -<'.(f)' = (- 1)" 

(JS) Es sei £^ gerade. 
Dann ist p^j^i =5 IjBjh.G, folglich muss |J3)i in pyt^i, also nach GL (4) 
auch in A aufgehen. Setzt man also 

(12) .4 = iBjfc.^, 
so wird 

(13) ißfc.G«-^' 9;_^ = (- 1/.2. 

Ferner findet man, wie im ersten Falle, 

(14) p,^^^C^lt =iBi,.G' 

(15) p,^i- (-l)*' = ^^7{*-^ 

also ist q, dasgroS:rte gemeioschafdiche Maas von /^t^i — C" ') und q . 
Setzen wir also hier 

(16) 9^^ = H, 
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so wird endlich 

(17) IBiitGl ^EPr=: (^ 1)% 
iB\it und j^ sind relative Primzahlen. 

Wir erhalten demnach folgendes Resultat: 
{jf) Ist der Nenner des mittl. vollst. Quotienten un gerade , so hat man 
Für ein gerades Ik: Für ein ungerades {Ar; 

G = ^1, IG = &^ 

2^, = ^» j 27b.i = &,, 

-^ = pj. [ j^ :ss Q^. 

(B) Ist aber der Nenner des mitd. vollst Quotienten gerade» so wird 
Für ein gerades |Ar: Für ein ungerades {k: 

G ^^u ( G =z&^ 

{Bit =» cTjf J JB^i = <rt, 

-^ = er,. ( ^* = cTj. 

Zugleich ergiebt sich folgendes Theorem: 

Ist die Gliederzahji der Periode des Kettenbruchs gerade, 
so findet das AF»te oder das zweite System Statt, je nachdem der 
Nenner des mittl. vollst. Quotienten ungerade oder gerade ist 

Daher nach (3.): 

Wenn j4 die Form 4m + 1 hat, so muss der Nenner 
des mittl. vollständ. Quotienten stets ungerade sein« 

Ferner nach (5.): 

Wenn ^ eine ungerade Potenz einer Primzahl von der 
Form 4m + 3 ist, so muss der Nenner der mittl. vollst' Quo- 
tienten stets gerade sein. 

Endlich nach (7 c und 6 b): 

Wenn A von der Form 4m + 3 und das Product zweier 
Primzahlen M, N^ und ausserdem M ein Nicht-quadratischer 
Rest von N, ist, so muss der Nenner des mittl vollst Quo- 
tienten gerade sein. 
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10. 



Untersuchung der Mittelwerthe durch das Bildungsgesetz des 

Kettenbruchs selbst 

Aus den bekannten Gleichungen 

/» + /»+! = a^Bn 

folgt für n = ik, da bekanntlich /{j^ = lyt^i ist: 

(18) 2/i, = fl|*i?j* 

(19) Bi^But^^^A-T^ 
Es sei nun wieder 

(j4) Biit ungerade, also a^,^ gerade. 
Dann ist /[& = l^rf» JSj^ Substituirt man diesen Werth in (19)« so 
kommt Biit Byt+i = j4 — (I^)* B{t'> also ist j4 durch jBi^^theilbar, oder 
^ = J^. A^, folglich auch 

(20) Bi^^ = A L (iai,y Bu. 
woraus folgt, class Bit stets <, A*^ ist. 

(B) Ist B^^ gerade, so hat man /|ik = ^ l'^i*; femer überzeugt man 
sich mittels (19) dass f 2?{* in A aufgehen muss, und für A = |fi|«^' wird 

(21) 2Bi^^ = AI üu^hBbt. 
woraus folgt, dass iBijt stets < A^ ist. 

Für beide Fälle haben wir dann ^^j^^ < S + 1* ^^^^^^^ ^^^ 
ben sich leicht die Grenzen : 



<«•> i'">!::^-i^-''"^'>l* g 






11. 



Bestimmung der Mittelwerthe in besondern Fällen. 

a) Ist A eine ungerade Potenz einer absoluten Primzahl (welche letztere 
von der Form 4m + 3 sein muss, da die Gliederzahl der Periode gerade ist), 
so muss der Nenner des mittlem vollst. Quotienten nach 9^ gerade sein. Da 
nun A = \Bi,^.A^ und \B]/t <^Mst, so muss jSi^ = 1, also Bi/t ^^ 2 sein. 
Aus (22) folgt also Iij^ :=s a — 1 oder a, und da /ji nach (19) ungerade ist. 
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•o ist es ToUkommen bestimmt. Endlich ist ay^ = /|t(GI. 18). Also ist hier 
(23) i^-'^ 



/j^ = flij =s ö— 1 oder a (ungerade) 
ß) Es sei ^ das Product zweier ungeraden Potenzen absoluter Prim- 
zahlen, oder A =1 ü y 

aa) Ist der Nenner des mitll vollst. Quotienten ungerade, so muss, 
weil JSjift und JP^ relative Primzahlen sind» Bift < A^ ist und Bi^ nie = 1 

sein Lann, stets J^ = {7* sein, wenn man annimmt, dass IJ <.V^ ist. Nach 
22*) ist femer |aj^<|r und >?^-l d. l< }/^und>Vll~L Be- 
zeichnen wir also die grosste in j^ — enthaltene ganze Zahl durch G Vf— 7/ 

so ist flj» =: 26 (V^). 4 ergiebt sich aus (18). 
Es ist also 

!Bu = f" 

y9^ Ist ^{t gerade so ist ^j» = CT* und ähnlich wie vorher ergiebt sich 

(25) I «J» == «(Vp o^«r ö(VP - 1 (""gerade), 

/i» = t/'^j/p odrP t/" JG(l/p- ij (ungerade). 

IL Oiscussion der Gleichung 

wenn A eine ungerade Potenz von 2 ist. 

12. 

Es ist hier C/'+l) C/'^-'l) = ^9^« Da aber /^ nothwendig ungerade ist^ 
so kann man die Gleichung Ka^ + 1).K/^~1) — 2*""*/ setzen. Ist nun 
^ das grösste gemeinschaftliche Maass von |(/i + l) und q, so hat man 
K/^ + 1) = ^V„ y = *9*, und dann ?^ J(;^ — 1) = 2'*-»/ Da ferw 
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ner ^ zu Qi relative Primzahl ist, so ist ^p—1) == g^Qu und dann eadEch 
p,p, = 2*-«, also Pi = 2^ und p, = 2^, wo A + /« = I» — 2. 

Nun erhält man 1 = ^'.2^ — <ji^ '^, >lso entweder A, = o oder fi=so. 

Im letzten Falle ist 9»- 2"-V = — 1 oder y»' + 1 = 2^&\ Da aber 

^ + 1 die Form 8Ar + 2 hat, so kann diese Gleichung nicht bestehen wenn 
I» — 2 >• l d. i. /» > 3 ist. Nehmen wir dies an, so ist X = o, daher 

( J(p + 1) = ^», 

wjio,-i) = 2-(iy 

J=^l-2-'(l) 

Setzt man ^ = ^^ und ^ = ^^^ so wird 

(27)!^ = ^'-"^' 

Sind p„, q, die ideinsten Werthe für die Gleichung 

(28) ;,.»-2-y.»=:l. 
SO müssen auch p und g^ bestimmt durch die Gl. (27), die kleinsten Werthe der 
Gleichung 

(29) ;;» — 2r 9* = 1 
sein. 

Denn, gesetzt der letztern Gleichung genügen kleinere Werthe x und jr; 
bestimmt man dann So und Yo und o; = 2^— 1 und y :=s y^^ so genügen 
Xo und jr^ der Gleichung (28) ; welches unmöglich, da x^ stets Ueiner ist als p^. 

Nun ergiebt sich fiir ^8 leicht p^ ssz 3^ q^ =: 1 ; also kann man mittelst 
der Gl. (27) successive die kleinsten Wurzeln der Gleichung 

a?*-.2V = l 

för jedes n finden. 

Man erhält auf diese Weise, wenn jene Wurzeln überhaupt durch p 
und g bezeichnet werden: 

[ für n = 3 p =z S ? = ^ 

r?0^ ) n = 5p = 17 9 = 3 

^ ^ j n = 7 p -511 q =i&l 

( n = 9 ^ = 665857 q = 29427 
u. s. w. 
Diese Zahlen sind, wie aus (27) folgt, sämmtlich ungerade. 
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13. 

Da die Gleichung/?^ 2"^ = — 1 nicht auflösbar ist, wenn n > 1, so 
folgt, dass die Gliederzahl der Periode des Kettenbruchs für 
y^ stets gerade ist, ausgenommen den Fall n = 1; dann ist 
die Gliederzahl die Einheit. 

14. 

Zusammenhang der vorhergehenden Zahlen mit Elementen 

des Kettenbruchs. 
Da B^k in 2*" aufgehen muss, so setze man jB^^ = x ; dann wird nach 
dem Vorhergehenden p^.^^ = 2^"' G, also 2^'^Gl. 2»y.Li = (— 1)**.2^, oder 
2 "*G~ 2"" 9ifc., = (—1)**. Da nun nicht n — X = o sein kann, indem 
JBjk < 2" ist, so ist X — 2 = 0, also Bj* = 4. Ferner ist G ungerade und 
=*, und ^ijfc_i = -|., also auch yi*_, ungerade, und wegen G = flj* gik-i + 2yjfc_i, 

auch öjk ungerade. Sodann ist fli* < J/2""^ und > ^2""* — 2, endlich /j* 
= 2aift. Demnach ist nun 

(31) j ajt = GO/2"-^ oder G(l/2"-») - 1 (ungerade), 
( /i. = 2 G(V2-») oder 2 {0(1/2"-*) — Ij. 
Beispiel. ^ = 2' = 128 
|/|?S- n^ VI28-ll 

1 j Hier ist die Glicder7.ahl A: = 4, also 

1 ^ V128+ll ^g ^ t/128-10 /gerade. 

1/128-11 7 ' [ Ferner Bu = 4, ok = G(V2') 

7 VIM+IO ,^V128-10 > _ ,f OR in 

)/128-lO~ 4 =^-* 4 / = 5, und /i« = i.5 = 10. 



_J| yi28+10_„ . J/128-11 

)/128-lU ~ " 7 ■" ^ "* 7 

i 1^128-H ll _ oo _^ 1/128-11 

1/128-11 i ^^"^ 1 
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III. Discussion der Gleichung 

wenn ji = 2"-i^, wo j4^ ungerade ist. 

.1 . 

15. 

Durch Betrachtungen y die den frühern durchaus ähnlich sind, findet 
man folgendes System von Gleichungen : 

!J(;7 + 1) = ^V„ 
J(P-1)=(-J)W 
1 = *V.-(1)V.. 

Da die Gledchung *^ 1 =^ xl^ Ay^ in diesem Fälle nie auflSsbar ist, 
wenn /» >• 1, so folgt, dass die Gliederzahl der Periode des Ketten- 
bruchs für ^2">4* stets gerade ist, wenn n > 1. 

Auf den Fall n = 1 hat das vorhergehende System keine Anwendung. 
Man bildet sich das zu diesem Fall Gehörige eben wie in 1; denn da (p + 1) 
(p — 1) = 2A^q^j und p ungerade, also (p + 1) Xp — 4) durch 4 theilbar 
ist, so muss 9^' gerade sein. Man efhalt also: 

jcj» + 1) = a*.)V. 

i(p - 1) = (j^OVa. 
(33). { 1 = (i*.)V.-(i*^p.. 
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